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Sur  quelques  nouvelles  figures  d'équilibre  d'une  unisse  fluide 

en  rotation; 

Par  b.  globa-mikhaïlenko. 


INTRODUCTION. 

Dans  le  présent  Mémoire  j'étudie  les  figures  d'équilibre  relatif 
qu'affecte  une  masse  fluide  homogène,  tournant  autour  d'un  axe  Gxe 
avec  une  vitesse  angulaire  constante.  Je  considère  successivement 
trois  cas  relativement  aux  forces  extérieures  agissant  sur  la  masse 
fluide.  D'où  la  division  de  ce  Mémoire  en  trois  Parties  : 

Dans  la  première  Partie,  je  suppose  que  le  fluide  est  assujetti  aux 
seules  forces  newtoniennes;  dans  la  seconde  Partie,  aux  forces  newto- 
niennes  plus  une  faible  pression  capillaire  et  enfin,  dans  la  troisième 
Partie,  je  suppose  que  les  seules  forces  qui  agissent  sur  le  fluide  sont 
les  forces  capillaires. 

Le  cas  du  fluide  soumis  aux  seules  forces  newtoniennes  est  déjà 
classique.  Les  principaux  fondements  ont  été  donnés  par  Mac  Laurin 
et  Jacobi  qui  ont  donné  les  ligures  ellipsoïdales,  et  par  Poincaré  el 
M.    Liapounoff  qui   ont  découvert   une   infinité  de  nouvelles  figures 
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d'équilibre  infiniment  voisines  d'un  ellipsoïde.  Pour  compléter  cette 
étude,  je  me  propose  de  rechercher  par  les  mêmes  méthodes  les  figures 
d'équilibre  infiniment  voisines  d'un  cylindre  elliptique  indéfini. 

J'admets  que  le  mouvement  du  fluide  est  de  telle  nature  que  chaque 
filet  fluide,  parallèle  à  l'axe  de  rotation,  lui  reste  toujours  parallèle; 
donc  il  me  suffit,  pour  déterminer  la  figure  cylindrique,  de  considérer 
n'importe  laquelle  de  ses  sections  droites.  Si  je  prends  le  plan  de  la 
section  choisie  pour  plan  des  coordonnées,  je  ramène  le  problème  au 
cas  de  deux  coordonnées  dans  le  plan.  C'est  pourquoi  je  commence 
par  donner  la  notion  des  fonctions  de  deux  variables,  analogues  aux 
fonctions  de  Lamé  dans  l'espace.  Par  analogie,  j'appellerai  ces  nou- 
velles fonctions  fonctions  de  Lamé  dans  le  plan. 

Je  retrouve  ainsi,  en  les  rattachant  aux  travaux  de  Poincaré  et  de 
M.  Liapounoff,  les  résultats  obtenus  par  M.  J. -H.  Jeans  {Philosophical 
Transactions  oflhe  royal  Society,  A,  vol.  CC,  igo3,  p.  67-104). 

Dans  la  seconde  Partie  de  ce  Mémoire,  j'étudie  les  figures  d'équi- 
libre d'une  masse  liquide  en  rotation,  assujettie  non  seulement  aux 
forces  newtoniennes,  mais  encore  aux  forces  capillaires  qui  produisent 
une  faible  pression  superficielle,  proportionnelle  à  la  courbure 
moyenne  de  la  surface. 

Comme  je  l'ai  démontré  dans  une  Note,  présentée  à  l'Académie  des 
Sciences  de  Paris  (i3  février  1915),  les  figures  ellipsoïdales  d'équi- 
libre sont  impossibles  dans  ces  conditions.  Mais  je  chercherai  à  déter- 
miner dans  quel  sens  la  pression  capillaire  tendra  à  modifier  les  figures 
ellipsoïdales  que  le  liquide  aurait  affectées  sans  elle,  et  je  démontrerai 
que  la  pression  capillaire  tend  à  arrondir  toutes  les  figures  ellip- 
soïdales. 

Dans  la  troisième  et  dernière  Partie,  je  considère  une  masse  liquide 
soumise  aux  seules  forces  capillaires.  Ce  cas  est  tout  à  fait  conforme  à 
la  réalité,  car  un  tel  liquide  a  été  déjà  réalisé  par  Plateau,  qui  a 
démontré  en  outre  que  dans  ces  conditions  le  liquide  en  repos  affecte 
la  figure  sphérique  ou  une  figure  limitée  par  une  portion  d'une  des 
surfaces  indéfinies  :  cylindre,  onduloïde,  nodoïde,  caténoïde.  Je  fais, 
pour  ainsi  dire,  tourner  ces  figures  autour  de  leur  axe  et  j'obtiens 
chaque  fois  une  série  de  nouvelles  figures  qui,  pour  une  vitesse  angu- 
laire assez  grande,  donnent  toujours  naissance  à  un  anneau. 
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Je  dois  maintenant  exprimer  ici  tous  les  sentiments  de  gratitude  et 
de  reconnaissance  les  plus  sincères  à  mon  cher  maître  M.  Paul  Appell, 
Doyen  à  la  Faculté  des  Sciences,  qui,  depuis  mon  arrivée  à  Paris,  n'a 
jamais  cessé  de  me  témoigner  sa  bienveillance  et  son  intérêt,  et  qui, 
par  ses  précieux  conseils,  m'a  toujours  guidé  dans  mes  études  et  mes 
recherches. 


PREMIERE  PARTIE. 


I.  —  Fonctions  de  Lamé  dans  le  plan. 

i°  L'équation  de  Laplace  en  coordonnées  elliptiques.  —  Consi- 
dérons l'équation  de  Laplace 

AV  —  —      d'V  — 

et  proposons-nous  de  l'écrire  en  coordonnées  curvilignes  %,  v\  liées  aux 
précédentes  par  les  formules 

En  admettant  que  le  nouveau  système  est  orthogonal,  nous  avons 

ds-  =.  dx*  ■+■  dy*  =  a2  di?  -t-  (32  dn\ 

a  et  [3  étant  certaines  fonctions  de  £  et  r\. 
Dans  ces  conditions 

et  l'équation  de  Laplace  devient 

0  /&  â\\        à  (a  d\'\ 

Ecrivons   maintenant  cette   équation  en   coordonnées  elliptiques. 
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Prenons  pour  ces  coordonnées  les  racines  positives  pet  jj.de  l'équation 

i=ro  (oo>p->  a->  jn2>  b-). 


Alors  p2  correspond  à  une  ellipse  et  (j.2  à  une  hyperbole.  L'identité 
fondamentale 


(2) 


y2 


(p'-^Hn'— a») 


X2  —  a2  ^l-—  b*  (X»  — as)(^— 6S) 

nous  donne  les  formules  de  transformation 


(3) 


„,_  (p2—  a2)  («-  —  f*2). 


r 


(P2_6?)(^_62) 


n2— 62  '  ^  a2— 62 

On  en  déduit  par  un  calcul  classique 

A2  =  a2  dp'-  +-  (32  </p2 


en  prenant 

(4) 


(p2-a2)(p2-62) 


(p2-^2)=tt(p2-f2)> 


P2=^ 


où  l'on  pose  pour  abréger 


ït(P2-P2)=rt(P2-H2K 


(5) 


A'2 


En  portant  ces  valeurs  dans  la  formule  (i),  et  en  multipliant  par  AB, 
nous  aurons  l'équation  de  Laplace  en  coordonnées  elliptiques 


(6) 


dp 


El 
àP 


àpl     dix] 


Faisons  encore  un  changement  de  variables  qui  s'impose  :  posons 


du 


(7) 


dp  _  p  dp 

\   "  v/^i_a»)(pîzr>vj 

_  c/jm. pi  dfx 


dv  =  -£  = 


B  y/(a!_fA»)(jJlï_6i) 
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ce  qui  donne 


(8) 


/'p                PdP                      ,       [Jo*—a*+\/p*-b*~\ 
U=Ja     «?-*)&-»)  =lo*[ ^f^# ]' 

c  =  /  =  -  arc  cos    — ; — . 

Ja     v/(«'— f*!)(rtï-62)         2  L         «'-6  J 


Et  l'équation  de  Laplace  devient 

(9)  ^  +  ^  =  °- 

2°  Polynômes  harmoniques  en  x,  y  en  coordonnées  elliptiques. 
—  Tout  polynôme  harmonique  en  x,  y  peut  être  présenté  comme 
somme  des  polynômes  suivants  : 

Q(*Sy*);     *Q(*«,jr«);     yQ(^,j');     xjQ(^,y'), 
Q(#2,,X2)  étant  un  polynôme  en  x2,  y-,  symétrique  par  rapport  à  x2 

et  y-. 

En  coordonnées  elliptiques,  ces  quatre  polynômes  ont  des  analogues 

I  Q(^,y2)=/(p!)*/(p2)1 


III      ,ryQ(^,  72)=v/p'—  aVp^-éVa'-^V^'-^/tP5)  Af*')- 

/(p2)  étant  un  polynôme  en  p2  ety(a-)  le  même  polynôme  où  l'on 
change  p2  en  |x2. 

En  effet,  soient  a,,  a,,  . . .,  a*  les  racines  du  polynôme  /(p2);  alors, 
d'après  l'identité  (2),  nous  aurons 


/(p,)/(/*!)  =  const.TT(p«-«,)(/*î-«/)  =  const.]Tf-^--î  +  -^ 


//- 


De  même,  on  vérifiera  les  autres  formules.  Les  formules  I  et  III 
donnent  des  polynômes  de  degré  pair,  et  les  formules  II  des  polynômes 
de  degré  impair.  Ainsi,  pour  chaque  degré,  nous  aurons  deux  poly- 
nômes types. 
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3°  Equations  analogues  à  celles  de  Lamé.  —  Cherchons  la  solution 
des  équations  (6)  et  (g)  sous  la  forme  de  produit  d'une  fonction  Rde  p 
par  une  fonction  M  de  p., 

VFRM. 

La  substitution  donne  pour  l'équation  (6) 

A   d  I K  dR\       B    d  /ndM\ 

(">  -RTp{x-d-p)  +  Miïi{Biï:)  =  0 

et  pour  l'équation  (9) 

1  dJR        1   d2M 

Et  les  équations  pour  déterminer  R  et  M  (analogues  à  celles  de 
Lamé)  sont 

\      dp\     dp  J 
dp-\     dV-J 


et  avec  les  variables  m  et  p 

d'R 
04) 


^.-H'K! 


H2  étant  une  constante  arbitraire,  qu'il  faut  spécifier,  si  nous  voulons 
donner  à  R  et  M  une  forme  spéciale. 

4°  Solutions  de  V équation  de  Laplace  en  forme  des  polynômes 
types,  donnés  par  la  formule  (10).  —  L'intégrale  générale  de  la 
première  des  équations  (i4)  est 

(i5)  R  =  CeH"+C'e-u". 

Mais,  d'après  la  formule  (8),  nous  avons 


s/ a1—  b* 
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d'où  l'on  tire  

v^^-v/F^"2  =  e-u 

\/a*  -  V- 
et  l'intégrale  (i5)  devient 

K  =  C,  [y/p2  -  b'-  +  vV-a2]"  +  C2  Vif  -  b*  -  v/p2-a2]", 

C,  et  C2  étant  des  nouvelles  constantes. 

On  voit  maintenant  que,  pour  que  R  soit  un  polynôme  de  degré  n  en  p 
(en  considérant  \/p2  —  a-  et  v'pa  —  b2  comme  de  degré  i  en  p),  il  faut 

et  il  suffit  que 

H  =  n. 

Il  est  aisé  de  vérifier  que,  pour  avoir  R  de  la  forme 


R=/(P2)        ou        R  =  vV^^/(P2), 
il  faut  poser  C,  =  C2  et  pour  avoir  R  de  la  forme 


R  =  v/p2_  a2/(p2)         ou         R=  v/p2— a2\/p2— ^2/(p2), 

il  faut  poser  C,  =  —  C.,.  Pour  avoir  le  coefficient  i  devant  p",  il  faut 
toujours  prendre  C,  =  |  C2 1  =  i~n. 
Ainsi  la  formule  générale  s'écrit  : 

(16)  R  =  2~"  [(v/p2  -  b1  -+-  v/p2—  a2)" ±  (\Jp-—  b'  —  \Jpi  -  a2)"]. 
A  l'aide  de  la  variable  u,  cette  formule  s'écrit  : 

(17)  R=  (         ~  ^    j    (e""±e-""). 

Passons  aux  fonctions  M.  L'intégrale  générale  de  la  seconde  équa- 
tion (14)  est 

M  =  C',cos(Hc)4-C;  sin(IIc). 

Or  pour  II  pair 

cos(He)  =/(cos2e),         sin(IIc)  =  sin  ccosc/(cos,«') 
et  pour  H  impair 

cos(Hi>):=  cose/(cos2i')         et         sin(Hc)  =  sint»/(cos,i»  ), 
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/(cos2p)  étant  un  polynôme  encos2p.  Quant  à  la  variable  v  la  for- 
mule (8)  nous  donne 

COS  2  V  =  COS2  V  —  Sltl2  ('  :=  ' 

d'où  l'on  lire 


y 

/v/a«- 

-f2 

> 

W- 

-&2, 

_  v/«» 

-f*s 

(,8)  C0S(,=  V^£;  Bi 

\/fl2  —  fts  \Jal  —  è! 

Par  conséquent,  pour  avoir  M  en  forme  de  polynôme  en  \j.  de  degrés, 
il  faut  poser  H  =  re.  Pour  avoir 

M=/(f*!)        ou        M  =  v/î^^éï/tfi»), 

il  faut  poser  Cl  =  o,  et  pour  avoir 


M=V/as-f*V(fx»)         ou         M=v//**— é»v^«*-H,/(ft,)i 

il  faut  poser  C,  =  o. 

Ainsi,  pour  chaque  degré  n,  nous  avons  deux  fonctions  R  et  deux 
fonctions  M  correspondantes.  Par  conséquent,  nous  aurons  deux 
produits  RM.  Ces  produits  sont  des  fonctions  harmoniques  symé- 
triques par  rapport  à  p  et  u.  et  représentent  les  polynômes  types  [for- 
mules (io)]  en  x, y. 

5°  Développement  en  série  : 

Théorème.  —  Toute  fonction  qui,  sur  un  cercle,  peut  être  déve- 
loppée en  une  série  trigonométrique,  peut  être  développée  sur  une 
ellipse  en  une  série  de  fonctions  M. 

La  fonction  M  est  analogue  aux  fonctions  trigonoinétriques  sin 
et  cos.  En  effet,  faisons  la  transformation  changeant  l'ellipse  en  cercle  : 

x  =  v^2  —  à1xi  ;  y  =  s/p'1  ■-  b3y{.    Alors,    désignant    par    0    l'angle 

polaire,  nous  aurons 

\/a-  —  p.2 
a;,=r.  cosO  =  -  —  sin  v, 

\Ja- —  b1 


y,  =  mit  a  =  -  =  cosc, 
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ce  qui  montre  que  p  =  \  -  8  est  l'angle  compris  entre  l'axe  Oy  et 
le  rayon  vecteur,  cornu  té  dans  le  sens  négatif. 
Par  conséquent 

M„=C,cos#»'+CsiniM>  =  C'co»iifl4-C'siniifl 

est  une  fonction   trigono métrique  d'ordre  n  sur  le  cercle    étant  en 
même  temps  une  fonction  de  Lamé  du  même  ordre  sur  1  ellipse   Or, 
sur  l'ellipse,  p  étant  donné,  un  point  se  détermine  par  la  valeur  de  a: 
par  conséquent,  toute  fonction,  donnée  sur  l'ellipse,  est  fonction  de  a 
seul    Mais  u,  étant  une  fonction  de  v  et  par  conséquent  de  9,  toute 
fonction  de  a,  sur  une  ellipse,  peut  être  représentée  comme  une  fonction 
de  0  sur  un  cercle.  Et  si  elle  est  développable  en  une  série  trigono- 
métrique  sur  un  cercle,  nous  n'avons  qu'à   faire  la   transformation 
inverse  (transformant  le  cercle  en  ellipse)  pour  voir  que  cette  onction 
sera  développable  sur  cette  ellipse  en  une  série  des  fonctions  M. 

C     Q.     F.     D. 

Ainsi  toute  fonction  de  ;,  seul,  vérifiant  de  très  larges  conditions 
de  développabitité  en  une  série  trigonométrique,  peut  être  développée 
en  la  série  suivante  : 
(  ,9)  f{i,)  =  X0M„+  h  M,  +  X.M.+  .  • .  +  *»M„  +  • 

Les  coefficients  de  ce  développement  se  calculent  comme  les  coef- 
ficients de  la  série  de  Fourier,  ce  qui  s'ensuit  du  théorème  suivant  : 

Théorème.  -  Si  M  et  M  sont  deux  fondions  de  Lamé  distinctes, 
l'intégrale  suivante  est  nulle 

"/0MM'cfc      o, 


X 


où  l'on  pose 

et  où  l'intégration  est  faite  le  Ion-  de  l'ellipse. 
Appliquons  la  formule  de  Green  aux  fonctions  I       RMetU       R'M 

(\(V\V      U'AU)rf0      -JJ'    Th    '   '    TJ'h- 

2 
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Mais  comme  dn  =  a  rfp,  on  a 

^H  —  I^H  —  iàvdu_  —i— m— 

dn        a   dp        a  du   dp        du  dp  ' 

de  même 

dV  _         dR' 
dn  dp 

et  la  formule  de  Green  donne 

X('.M««'f-'.M'"'Mf)*  =  ("f-H'f)X'-MM'*  =  °- 

Par  conséquent,  si  M  et  M'  sont  distincts,  R  et  R'  le  sont  aussi,  et 
nous  aurons 

/0MM'(/s  =  O.  C.Q.F.D. 


i 


Ainsi,  pour  avoir  le  coefficient  X„du  développement  (19),  il  suffit  de 
multiplier  tous  ses  termes  par  l0M„ds  et  intégrer  le  long  de  l'ellipse  : 
ce  qui  nous  donnera  la  formule 


fl,Mnf(ix)ds 


(20) 

Calculant 

A»  — 

/  l«Mlds 
Je 

ds  =  pdp.=  4£, 

nous  verrons  que  les  deux  intégrales  de  la  dernière  formule  sont  indé- 
pendantes de  p,  ce  qui  montre  que  le  développement  en  série  (19)  est 
indépendant  de  l'ellipse  E. 

Si /([/.)  est  un  polynôme  de  degré  n,  tousles  coefficients  Xt(/r  >  n) 
sont  nuls  et  nous  pouvons  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Si  $((*)  est  un  polynôme,  et  si  le  degré  de  M  est 
supérieur  au  degré  de  $>([>•),  l'intégrale 

(21)  fl<,<t>(n)Mds  =  o. 
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6°  Racines  de  la  fonction  R  : 

Théorème.  -  Toutes  les  racines  des  fonctions  R  sont  réelles, 
distinctes  et  comprises  entre  aelb. 

Il  est  facile  de  voir  que  si  la  fonction  R  a  des  racines  imaginaires, 
multiples  ou  en  dehors  de  (a,  b),  elle  peut  être  décomposée  en  un 
produit  de  deux  facteurs  dont  l'un  conserve  son  signe  dans  l'inter- 
valle (a,  b).  Montrons  que  c'est  impossible.  Soit 

R  =  cp(p)|(P) 

dont  '|(p)  >  °  enlre  a  et  b-  Alors'  Posant  dans  la  formule  (2I) 
M  =  cp(^)d;(^)         et         <t>((x)  =  ?(F). 

nous  aurons 

f<t[?(f0],+(l0<*  =  o. 

ce  qui  est  manifestement  impossible.  Le  théorème  est  ainsi  démontré. 

7°  Notations  et  formules.  -  Pour  n  =  o,  nous  avons  une  fonction  R 
et  une  fonction  M. 

Nous  les  désignerons  par 

R„—  i        et        M0=i. 

Pour  n  =  i,  il  y  a  deux  fonctions  R  et  deux  fonctions  M. 
Désignons-les  comme  il  suit  : 

Ainsi)  ,D  ., 

a:  =  ARJMl;         j  =  /iR,M  s, 


où  l'on  pose 


y/a5  -  fc* 
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Pour  n  =  2,  nous  aurons  encore  deux  fondions  R  et  deux  fonc- 
tions M  : 


Rj^vV2  —  "2  v/p2- 

-  62. 

M3  =  \/o2  -  fA2  v/^2—  65  =  ^  sin  2  (>, 

R»=p*-a„ 

M.=:U2 —  «,                               =  — T-C0S2C, 

où  a,  estime  constante,  pour  laquelle  le  produit  (p2~  a,  j  ([/.-  —  a,) 
devient  une  fonction  harmonique.  C'est  donc  une  racine  de  l'équation 


i                i                              <72+62 
—  ■=.  o,         a,  = 


o-  —  et        b-  —  a, 
et  nous  aurons 

a"--\-b'             ,,           ,        «-+/;2  i 

R4=p* __;  Ml  =  ft* _=_cos2r. 

Et  ainsi  de  suite.   On  a  dans  chaque  degré  n  deux  fonctions  R  que 
nous  désignerons  par  R2n_,  et  R2n)  suivant  que  la  fonction  R    con- 
tient \/p2  —  a-  en  facteur  ou  non.  De  même,  pour  la  fonction  M.  Ainsi 
pour  n  pair, 

et  pour  n  impair 


Pour  les  fonctions  M,  nous  aurons  la  formule  unique 

M2n_,=  2-<"-"/i-"  sin/M'.         M2„=  a-'"-1'/;-"  cosree. 
On  en  déduit  immédiatement 

R3=R,R2,        M3=M1M„ 

,rj=//2K3M3. 

L'aire  de  l'ellipse 


(22)  \  =Tt  v/ps—  a*  vV  —  6S  :=  7T  R,R2=  7c  R:t. 

Cherchons  les  cosinus  directeurs  de  La  normale.  La  normale  étant  tan- 
gente à  la  courbe  \j.  —  const.,  nous  avons  du  =  ixdp.  Par  conséquent, 

cos(«,  *)  =  £  =  I  ^  =  I AM,  ^1  -  5  £  M1=  A,  M,  v/p^TTw 
'       rfn        a  c/p        a  dp         y.  U, 
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el  finalement 

(9.3)  cos(n,  x)  —  /;/M,R2  ; 

de  même 

cos(«,  y)  =  A/M2R,. 

70  Fondions  de  Lamé  de  seconde  espèce.  —  Les  fonctions  R  sont 
des  intégrales  particulières  de  l'équation  (i/j) 

£="«■ 

Désignons  par  S  une  autre  solution  de  celte  équation  distincte  de  R. 
Alors  S  vérifiera  la  même  équation 

Î?=H.S. 
dur 

Multipliant  la  première  de  ces  équations  par  —  S,  la  seconde  par  R 
et  ajoutant,  nous  aurons 

Effectuant  la  première  intégration  et  faisant  la  constante  d'inté- 
gration égale  à  —  in,  nous  aurons 

i    r  \  ,    c?S        „  rfR 

D'où  l'on  tire  S  par  une  quadrature 

(25)  S  =  Rf"ïrrf"' 

Nous  appellerons  cette  fonction   S,  fonction  de  Lamé  de  seconde 
espèce  dans  le  plan. 

La  fonction  S  vérifiant  l'équation  (i4)>  'e  produit  SM  vérifie  l'équa- 
tion de  Laplace.  A  chaque  fonction  R  correspond  une  fonction  S. 
Portant  dans  (25)  la  valeur  de  II  |  voir  ( i  "7 ) J ,  nous  aurons 

S/a1  -  ô1 


S  =       - (  r""  -+-  g— »«  1   /       . 
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n  étant  le  degré  de  la  fonction  R.  Effectuant  l'intégration,  on  trouve 

/  2  \  "       _..  /  2  \"         (  1 

(26)    S2n_,=  S2„:= 


\Jal  —  6*  /  VvV"  —  fe2  +  v/p2  —  "" 

Ainsi,  à  chacune  desdeux  fonctions  R,„_,  et  R2n  de  degré  «correspond 
une  seule  fonction  S„.  On  voit  facilement  que  S  est  toujouis  positive, 
décroissante   lorsque    p    croît,   et    prenant   pour   p-=  a'2(u  =  0)    la 

valeur  S0  =  (        2         )    etpour  p  =  ce  devenant  nulle  comme  p"". 

8°  Problème  de  Dirichlel  pour  l'ellipse.  —  Étant  donnée  la  valeur 
d'une  fonction  harmonique  sur  V ellipse,  déterminer  cette  fonction 
soit  à  l'extérieur,  soit  à  l'intérieur  de  celte  ellipse. 

Appelons  V0  la  valeur  de  la  fonction  sur  l'ellipse  E0.  Alors  V0  peut 
être  développée,  comme  nous  le  savons,  en  une  série  de  fonctions  M, 

0 
ce  que  nous  pouvons  écrire 

0 

en  posant  A*  =  aAR£S°. 

La  solution  du  problème  sera  alors  : 
Pour  l'intérieur 


et  pour  l'extérieur 


m  étant  une  fonction  harmonique  s'annulant  sur  l'ellipse  E0  et  prenant 
a  l'infini  la  valeur  donnée  d'avance.  Pour  vérifier  la  solution  il  suflit 
de  remarquer  que  les  fonctions  V,  et  Ve  prennent  la  valeur  V0  sur 
l'ellipse  E0  car  (RA)p-P.  =  R2  et  (SA)p=p,=  SA°  et  que  si  V0  est  couver- 
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gente  sur  E0  (pour  p  =  p0),  V,  est  convergente  pour  p  <  p0  et  V,.  est 
convergente  pour  p>p0,  car  RA<R"  pour  ?<p0  et  S*<S°  pour 

P>Po- 

Si  V  représente  le  potentiel  logarithmique,  la  fonction  o  est  facile 

à  déterminer,  sachant  que  V  à  l'infini  doit  prendre  la  valeur 

A  logT-    -4-CODSt., 
K 

A  étant  la  masse  des  surfaces  attirantes  et  R  la  distance.  Dans  ce  cas 
la  fonction  p  est  


cp  =  —  A  (m  —  u0)=  Alog 


y/p^^ô*  -t-  v/p2  —  b% 


Pour  le  vérifier  il  suffit  de  remarquer  que  u  =  //„  sur  l'ellipse  et  qu'à 
l'infini  o  devient  <p  =  —  A  logR  -+-  const. 

90  Potentiel  logarithmique  d'une  bande  elliptique.  —  Nous 
appellerons  bande  elliptique  ou  bande  ajoutée  à  l'ellipse  E„,  la  partie 
du  plan  comprise  entre  le  périmètre  de  l'ellipse  et  une  courbe  quel- 
conque, infiniment  voisine  à  l'ellipse.  Nous  appellerons  largeur  de 
la  bande  la  distance  entre  l'ellipse  et  la  courbe  suivant  la  normale  à 
l'ellipse.  Cela  posé,  proposons-nous  de  résoudre  le  problème  suivant  : 

Etant  donnée  une  fonction  harmonique 

V0=2«*S*R*M*' 

0 

V,=2a*S*R*M*> 

0 

00 

0 

trouver  la  bande  elliptique  infiniment  mince,  homogène  et  de  den- 
sité i  qui  ait  la  fonction  V  comme  potentiel  logarithmique.  Dési- 
gnant par  A  l'aire  de  la  bande,  on  doit  poser 

?=—  A(m—  «„). 

(Nous  supposons  que  le  coefficient  de  l'attraction  universelle  /=  i.) 
Soit '(  la  largeur  de  la  bande;  nous  pouvons,  en  négligeant  l'cllVl  do 


lO  B.     GLOBA-MIKHAlLENKO. 

cette  largeur,  considérer  la  bande  comme  une  masse  linéaire  de  den- 
sité 'C,  répandue  sur  le  périmètre  de  l'ellipse.  D'autre  part  Y  étant  le 
potentiel  logarithmique,  elle  vérifie  l'équation 

\dnt)0        \d'ij0~ 
Mais 

(S)o=2aAR^°MAê-Aê=Ia*/°R^0M*-A'°' 

de  même 

et  l'équation  précédente  s'écrit 

et  finalement 

r 

1 1  n  <Xk  M  k  •+-  A  =  3  7T  y-  • 
'0 

.  .  .      .  c 

Or'C  étant  une  fonction  de  u.  ainsi  que  /0,  la  fonction  j-  peut  être  déve- 

loppée  en  série  des  fonctions  M  et  nous  aurons 

0  1 

La  formule  précédente  deviendra 

A  -+-  V  aA  2  «  M  /,■  —  1 7t(3„  +  2  7t^  (3*  MA. 
i  i 

En  égalant  les  coefficients,  nous  aurons  la  solution  de  notre  pro- 
blème : 

a  Â  «  " 

27T  7T 

Si  l,i  masse  totale  de  la  conclu'  esl  nulle,  on  a  A       o  el  '>  =  o. 
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Pour  résoudre  le  problème  inverse  :  Étant  donnée  une  bande 
elliptique  homogène,  de  densité  i  et  de  largeur  l  infiniment  petite, 
trouver  son  potentiel  logarithmique,  il  suffit  de  former  la  fonction  j- 
et  de  la  développer  en  série  de  fonctions  M, 


/„  2  71         — * 


Cherchant  le  potentiel  de  cette  bande  sous  la  forme 

V.^ZaetRlS&M*, 

nous  aurons 

et  le  potentiel  cherché  sera 

0 

(2?)  JVI==2^P*SÏR*M 

0 

V4=T  -  >i,  11*5/.  M;.  -  A(m—  a»  )■ 


n 


Si  le  développement  de  f  contient  un  nombre  fini  de  termes,  le 

potentiel  V  en  contiendra  le  même  nombre. 

Pour  obtenir  le  potentiel  newtonien  d'une  couche  homogène, 
répandue  sur  un  cylindre  elliptique  indéfini,  parallèle  à  l'axe  OZ  et 
ayant  pour  directrice  l'ellipse  E„  sachant  que  l'épaisseur  de  la  couche, 
constante  le  long  de  chaque  génératrice,  est  donnée  par  la  formule 

i 

il  suffit  de  multiplier  par  2  les  formules  donnant  le  potentiel  logarith- 
mique d'une  bande  elliptique  de  largeur  '(,  ajoutée  à  l'ellipse  E0.  Ce 

Journ.  de  Math.  (;•  série),  tome  II.  -  1  >■     I,  '  i'6. 
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qui  nous  donnera 

V,=2^p*SiRÎM*, 

0 

V,=^pi.SJR(.M, 

0 

v«=2xp*RîS*M*_aA(a  ~~  "o)- 

0 

Exemple.  —  Appliquons  ces  formules  au  cas  le  plus  simple 


(28) 


Soit 
Alors 


Z,  =  2/0M0=£/„=  l0- 

37Î 


/„  27t 


et  le  potentiel  logarithmique, 


Vn=  a,i  —  const. 


V\=a<„  Ve=a0—  A(m  —  «„). 


Le  potentiel  est  donc  constant  à  l'intérieur  de  cette  bande  qui  est 
une  couronne  elliptique  située  entre  deux  ellipses  homothétiques, 
infiniment  voisines.  Vérifions  cela. 

Soit 

une  famille  d'ellipses  homothétiques.  La  formule  connue  nous  donne 


dC 
d 


-n  =V(s£)î+(i)'= 2  vV=W2 


J- 


(ps— 6")2 


W(p2  —  «2)(p2  —  ft2) 


et 


Ç  =  rfrt  =r  -  rfC  /„  S/CP"-  —  «'  ){?■  —  b")- 


D'autre  part,  l'aire  de  l'ellipse  étant 


ttCvV-^Mp2-^), 
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Taire  de  la  couronne  est 


A  =  7ic/Gv/(p2-  a2)  (p2  —  62), 
et  nous  aurons 

1  =  *  =  !*^— )(?•-*•)  =  A. 

io°  Potentiel  logarithmique  de  V ellipse  homogène  et  du  cylindre 
elliptique  indéfini  et  homogène.  —  Soient  E0  l'ellipse  en  question 
et  V(j?,  y)  son  potentiel  logarithmique  au  point  P(x,y).  Ajoutons  à 
cette  ellipse  une  bande  homogènede  telle  façon  que  l'ellipse  se  déplace 
parallèlement  à  l'axe  OX,  à  la  distance  infiniment  petite  00' =  e. 
Le  nouveau  potentiel  au  point  P  sera  Y  (x —  s,  y)  et,  par  conséquent, 
le  potentiel  logarithmique  de  la  bande  au  même  point  P  sera 

V'=  V(*  -  e,  y)  —  V(.r,  y)  =-  sg, 

car  nous  prenons  i  infiniment  petit. 

La  largeur  de  la  bande  en  un  point  quelconque  de  l'ellipse  sera 

Ç  =  dn  rr  e  cos{dn,  x) 

ou,  d'après  la  formule  (23), 

Ç=£Af0R°M, 

et  son  potentiel  logarithmique  sera 

v;=67rAR;R»  s;m„ 

V^emARîSîRtMj, 

V;  =  £7r/iRSR»  S,  M,, 

car  l'aire  totale  de  la  bande  est  évidemment  nulle  et  o  =  o. 
Comparant  les  deux  expressions  de  V'  nous  trouvons 

<)Y  S0 

Vi  =  -e^  =  eîtAR0iSJRtM1=S7rR;RÎ^-a;, 


V;=— e^  =  fffAR;R;S,M,      nuRSRÎ^  ' 

ox  "       Ri 


et,  finalement, 


d\,  _  S»  (JVj.  _    _  ,  S, 

1J  =  li, ■■'  <te  "  R,a" 
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De   même,   faisant  la  ^translation  parallèlement  à  l'axe  OY,  nous 

obtenons 

dV, 
dy 


A  R!  -1  ' 


,)y  R„ 


Ce  qui  nous  donne,  en  tenant  compte  de  la  résolution  du  problème  de 
Dirichlet  (n°  8), 


V,  =  --A 


\(  =  -     A 


S? 


s°   ; 


r7"+-r7' 


const., 

A  (u  —  u0)  -+-  const. 


Pour  obtenir  le  potentiel  new Ionien  d'un  cylindre  elliptique  indé- 
fini, homogène,  parallèle  à  l'axe  OZ,  il  suffit  de  multiplier  par  i  les 
formules  donnant  le  potentiel  logarithmique  de  sa  section  droite. 
Ainsi  nous  aurons 


>9 


r  co  S0        "1 

V,=-A^^+||yJ+const., 

Ve  =  — A        '  x2-H  R2  y-      -2  \(u  —  u„)  +  const-, 
A  étant  Taire  de  la  section  droite. 


II.  —  Figures  d'équilibre  infiniment  voisines 
d'un  cylindre  elliptique  indéfini. 

i°  Conditions  d'équilibre  d'un  cylindre  elliptique  en  rotation.  — 
Supposons  qu'une  masse  fluide  homogène,  ayant  la  forme  d'un  cylindre 
elliptique  indéfini  dont  la  surface  a  pour  équation 

RÎJ+Rf=I' 

tourne  avec  la  vitesse  angulaire  constante  co  autour  de  OZ.  Désignant 
par  V  son  potentiel,  la  fonction  des  forces  sera 


2  J     ' 
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Remplaçant  V  par  sa  valeur,  nous  trouvons  les  surfaces  de  niveau 


U 


S,\    .  .    fa*       .  S.\ 


AR7>*I+(/r"Aïï;j^=const 


Si  le  cylindre  est  une  figure  d'équilibre,  sa  surface  est  une  surface 
de  niveau,  ce  qui  nous  donne  la  condition 

(m2R2  —  o.AS.R,)  =  (co2R2  —  aAS2R2); 

d'où  nous  tirons 

<..»_  a(R,S,— R,S,)  _        4(y/p¥^^-\/p3-^2) 
A"       .  Rî-R?  (a2— _b°-)(sf?=W.+  \/pï~^y 

Cette  condition  nous  détermine,  co  étant  donnée,  le  rapport  des  axes 
de  l'ellipse jde  la  section  droite.  Substituant  la  valeur  de  A  =  t:R,  R2, 

nous  aurons 

m2  _       4R,R,. 
7i  "(R.-t-R,)-' 

cette  équation  du  deuxième  degré  en  ^  donne  pour  ce  rapport  deux 

ru 

valeurs  inverses  l'une  de  l'autre  à  condition  que 


2  7t  ~  2 

2°   Valeur  de  la  pesanteur  sur  un  cylindre  elliptique  en  rotation 
et  en  équilibre  relatif. 


Etant 


U  =  V +  —  (**  + y» 

2  J 


La  fonction  des  forces,  la  pesanteur  g  est  la  dérivée  suivant  la  normale 
extérieure  de  la  fonction  U,  prise  avec  le  signe  —, 


dn 


Or,  le  cylindre  étanl  nue  (igure  d'équilibre,  on  ; 


[^  +  p^) 
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k  étant  une  certaine  constante.  Donc 

--l=-*v/(ÏHfT— Vï 


r 


et,  définitivement, 

_  ik 
S~~  IAP' 

Mais  sur  le  cylindre  p   et  par  conséquent  A  sont  constants,  et  cela 
nous  permet  de  formuler  le  théorème  suivant  : 

Théobème.  —  Sur. la  surface  d'un  cylindre  elliptique  homogène 
et  indéfini,  tournant  autour  de  V  axe  OZ  avec  une  vitesse  angulaire 
constante  et  se  trouvant  en  équilibre  relatif, 

gl  =:  const. 

Calculons  la  constante.  Il  suffit  de  la  calculer  pour  n'importe  quel 
point,  par  exemple  pour  le  point  x  =R, ,  y  =  o.  Nous  aurons  alors 


i 


y/p2  — pts       \Jf  —  bl       K2 
et,  tenant  compte  de  la  formule  (3o),  nous  aurons 


Mais, 


S3 


*<=ïK°4-^=^(S'r'-r's': 

a"-b-K    f"—t\du        at—  è2 

et,  finalement, 

(3i)  ^/  =  7iR3S3. 

3°  Recherche  des  cylindres  de  bifurcation.  —  Pboblème.  —  Etant 
donné  un  cylindre  elliptique  fluide  en  rotation  uniforme  et  en  équi- 
libre relatif  ,  trouver  s'il  existe  des  figures  d"1  équilibre  infiniment 
voisines. 
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Déformons  le  cylindre  en  ajoutant  à  sa  surface  une  couche  d'épais- 
seur '(,  constante  le  long  de  chaque  génératrice,  et  dont  la  masse  totale 
est  nulle.  Considérons  l'ellipse  E0  de  la  section  droite.  Soit 

Ç  =  rf«  =  P„P. 

Pour  que  la  nouvelle  figure  soit  d'équilibre,  il  faut  et  il  suffit  que  la 
nouvelle  surface  soit  une  surface  de  niveau.  Soit  U0  la  fonction  des 
forces,  relative  au  cylindre  primitif,  à  sa  surface  (au  point  P0);  alors 
sur  la  nouvelle  surface  (au  point  P)  cette  fonction  aura  la  valeur 


u=u0+  ^    ç=u,-*-ç. 


D'autre  part,  désignant  par  V  le  potentiel  de  la  couche  sur  elle-même, 
la  fonction  totale  des  forces  au  point  P  sera 

U  +  V'=U0-+-V'-ffÇ. 

Pour  que  la  nouvelle  figure  soit  d'équilibre,  il  faut  que  cette  fonc- 
tion soit  constante,  mais  comme  U0  est  constante,  la  condition  cher- 
chée sera 

(32)  V—  ^Ç  =  const. 

Pour  avoir  le  potentiel  V'  il  faut  développer  en  série  de  fonc- 
lions  M  la  fonction  T-  Soit 


car  le  volume  total  de  la  couche  étant  nul,  p0  =  o. 
Le  potentiel  de  cette  couche  est  donc 

on 

i 

et  notre  condition  (32)  devient 

Yi3/J—  KkSk  —  gl    M,      const. 
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>   pA  271    _i— i î_!    M/,=  const. 


Cette  condition  doit  avoir  lieu  sur  toute  l'ellipse  E„,  c'est-à-dire  pour 
n'importe  quel  pi.  C'est  donc  une  identité,  et  comme  le  développement 
en  série  est  unique,  nous  aurons,  en  égalant  les  coefficients,  une  série 
de  conditions 

RkSk       R3S3 


(33 


P* 


(*=i,a,3, 


La  constante  elle-même  est  nulle,  car  (30  =  o. 
Pour  k  =  1  la  quantité  entre  crochets  devient 

RjS,       R3S3 


et,  comme  elle  est  différente  de  zéro,  nous  devons  avoir 

Pi  =  o. 
Pour  k  —  2  nous  aurons  le  même  résultat,  ce  qui  nous  donnera 

(32  =  o. 

Pour  k  =  3  la  quantité  entre  crochets  est  identiquement  nulle,  et 

nous  aurons 

b3  est  arbitraire. 

Pour/r>3  la  quantité  entre  crochets  en  général  n'est  pas  nulle, 
par  conséquent  nous  aurons,  en  général, 

(3*=  o         si         k  >  3. 

La  question  revient  donc  à  chercher  les  cylindres  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  les  ellipses  E0  pour  lesquels 

/3/s  Ra-Sa-  R:îS3 

(34)  -■ =  o. 

v      '  «  2 

Mais  à  un  cylindre  quelconque  en  équilibre  relatif  nous  ne  pouvons 
ajouter  qu'une  couche  unique,  d'épaisseur  '1  =  '{>■,  /„  M3,  pour  que  la 
nouvelle  figu  re  reste  d'équilibre. 
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Montrons  que  ce  procédé  ne  nous  donnera  pas  de  figure  nouvelle, 
car  cette  couche  ne  fait  que  faire  tourner  le  cylindre  autour  de  Taxe  OZ 
d'un  certain  angle  rfO.  Soit  V(xy)  le  potentiel  de  notre  cylindre  en 
un  point  quelconque  P(xy).  Tournons  notre  cylindre  de  l'angle  dh. 
Le  nouveau  potentiel  au  même  point  1'  sera 

\'t=X(jc—rde,y  +  .v,/8), 

il  en  résulte  que  le  potentiel  de  la  couche  qu'il  fallait  ajouter  pour 
effectuer  ce  déplacement  est 

v=v,-v  =  .»(-,£+.gj, 

et,  finalement,  remplaçant  les  dérivées  par  leurs  valeurs, 

v'=»rfflA(lr-ê)^ 

Mais 

et  toutes  les  autres  quantités  sont  constantes  sur  le  cylindre,  donc 

nous  aurons 

V'=«,M, 

et  l'épaisseur  de  la  couche  correspondante 

Ç  =  (3.,/0M3.  c.  Q.  F.  D. 

Par  conséquent,  il  nous  reste  à  chercher  les  cylindres  pour  lesquels 
la  condition  (34)  est  vérifiée.  Nous  trouverons  ainsi  une  série  discon- 
tinue de  cylindres  qui  donneront  naissance  à  de  nouvelles  figures 
d'équilibre. 

Nous  les  nommerons  les  cylindres  de  bifurcation.  Comme  les 
cylindres  se  déterminent  complètement  par  leur  section  droite  E0, 
nous  ne  considérerons  dorénavant  que  ces  ellipses  de  section  droite, 
el  nous  chercherons  ainsi  les  ellipses  de  bifurcation  qui  déterminent 
les  cylindres  en  question. 

La  question  se  ramène  donc  à  la  résolution  de  l'équation  (34)  qui 
nous  donnera  le  rapport  des  axes  de  l'ellipse  cherchée;  nous  trouve- 
rons l'ellipse  elle-même  en  écrivant  la  condition  que  son  aire  doil 
avoir  la  valeur  donnée. 

Journ.  de  Math.  17*  série),  tome  II.  -    Fasc.  I,  1916.  4 
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[\°  Discussion  de  l'équation 

R/ S/u       R^S-j 
=  o. 

/(  2 

Considérons  L'équation  plus  générale 

,,-,  RftS/;       l'«,S, 

(3o)  =  o. 

n  p 

Si  nous  posons 


\/p2  —  a2  ,.    , 

—  =  /  (o_fil  nom-  a- S  p-<  oo  ), 

v/p2-^- 
l'équation  (35  )  devient  algébrique,  rationnelle  en  /.  Posant  ensuite 


y/p2—  b1—  sjf-—a%        i  —  l  9< 

1  — =  ^-  (o_:a'     i   pour  a -_  p-<  oo  ), 

\  p1  —  A2  -t-  y/p2 —  n-         '  -+■ l 

nous  aurons 

H, S,  _  i'±xp 

P  P 

où  il  faut  prendre  le  signe  +  ou  le  signe  —  suivant  que  i  est  pair  ou 
impair.  L'équation  (35")  s'écrit  alors 

(36)  F  =  ^i _  o. 

p  « 

Nous  pouvons  maintenant  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théobème.  —  Pour  qur  l'équation  (35)  ail  une  racine  et  une  seule 
pour  à-  <  p-  •<  ce,  il  faut  et  il  suffit  :  i  °  y«<?  P=£  n  et  ~°  aue  Ie  P^us 
petit  i  ml  ire  (  i  )  .vo/7  impair  et  le  plus  grand  indice  (A)  soit  pair. 

Si  p  =  n,  l'équation  (36)  devient  x"±xn  =  o,  donc  elle  a  la 
racine  x  =  o  ou  elle  est  identiquement  nulle.  La  deuxième  condition 
esl  suffisante,  car  l'équation  (35)  s'écrit  alors 


<  M-,  pour  ./■  =  o, 


i  a  \       " 

«F  .'''   i   as"     -+-  -         i 


(--' 
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et  pour  x  =  i, 

n  F  =  —  2  <  o  ; 

et  comme  la  dérivée  conserve  son  signe  ( — ),  l'équation  (3G)  et  par 
conséquent  l'équation  (35)  a  une  racine  et  une  seule  pour  o<x  <  i  ou 
pour  «■<  p-<oc. 

Cette  même  condition  est  nécessaire.  En  effet,  si  cette  condition 
n'est  pas  satisfaite,  il  peut  se  présenter  deux  cas  :  i°  i  est  pair  et  k 
impair,  alors  nous  avons 

nF  =  (- xp  h-  x"  )  +  (-  —  i  )  =  o 

et  la  fonction  F  est  positive  pour  toute  valeur  de  x  entre  o  et  i  ; 
2°  i  et  k  sont  simultanément  pairs  ou  impairs.  Dans  ce  cas,  l'équa- 
tion (35)  s'écrit 

«F=  (  —  xp  —  x'1 1  ±  (  -  —  i  )  =  o. 


P  J       \f 

La  fonction  F  est  positive  ou  négative  dans  tout  l'intervalle  (o  ...  i) 
suivant  que  nous  prenons  le  signe  (+)  ou  le  signe  (  — )  et  ne  s'annule 
que  pour  x  =  i   si  nous  prenons  le  signe  (  — ).   Donc,  elle  n'a  pas  de 
racine  pour  o  <  •''  <0  et  le  théorème  est  démontré. 
Dans  notre  équation  (34), 

IV,  S,       \{,Sk 

— —  =0        (*>3), 

i  =  3  est  impair,  donc  l'équation  a  une  racine  et  une  seule,  à  condition 
que  k  soit  pair.  Par  conséquent,  les  fonctions  R  et  M  à  considérer  sont 
de  la  forme 


\\k  —  J'(p-)       ou        R*=y/ps— 6s/(pJ),        M/,  =  cos(/ic). 
et  l'équation  en  x  est  toujours  de  la  forme 

(37)  — -—    =o        (n>2). 

Cette  équation  admet  des  réductions.   Soit  //  impair,  alors  l'équa- 


28  B.     GLOBA.-MIKHAÏLENKO. 

tion  divisée  par  i  +  x  devient 

(38)  —  "  ~  2  -+-  "  ~  2  x  -+■  x2  —  x3 -+- . . .  +  x""1  =  o. 

2  2 

Si  «  est  pair,  en  posant  x2  =  y,  m  =  in,  nous  aurons 

(  39  )  y"1  -+-  m  y  —  (  m  —  1  )  =  o. 

Donnant  à  n  les  valeurs  n  =  3,  45  5,  ...  et  résolvant  les  équations 
obtenues,  nous  aurons  une  série  d'ellipses  de  bifurcation.  La  vitesse 
correspondante  w  sera  donnée  par  la  formule  (3o)  qui  s'écrit 


w 


t\X  .'|  ./• 


A  "     a-—  b°-  ~~  m—  R\ 

Substituant  la  valeur  de  A  et  introduisant  les  valeurs  de  /  et  de  x, 
nous  aurons  les  formules 

(4°)  -  =  ■; rr  et  —  —  1  —  .1-; 

on  voit  ainsi  que  10-  croît  avec  l  (si  t  <  1  )  et  décroît  avec  x. 

Les  racines  de  l'équation  (37)  vont  en  croissant  avec  n,  car,  consi- 
dérant x  comme  fonction  de  n,  nous  aurons 

dx  1  —  x- —  22.'"  Igx 

du  >.  /> x(i  -h  x"~-) 

Nous  pouvons  tirer  les  conclusions  suivantes  : 

i°  L'aplatissement  du  cylindre  et  la  vitesse  angulaire  varienten  sens 
inverse,  c'est-à-dire,  plus  la  vitesse  est  grande,  plus  l'aplatissement  est 
petit; 

20  Si  la  vitesse  co,  partant  de  son  maximum,  va  en  diminuant,  la 
masse  fluide  passe  successivement  par  toutes  les  figures  de  bifurca- 
tion dans  l'ordre  des  n  croissants. 

Remarque.  —  La  vitesse  co  maximum  correspond  kl=i,  x  =  o, 
c'est-à-dire  au  cylindre  circulaire.  Par  conséquent  le  cylindre  circu- 
laire ne  peut  jamais  devenir  elliptique,  car  pour  qu'il  le  devienne,  il 
faut  que  ce  atteigne  la  valeur  y/rc  et,  sans  la  dépasser,  commence  à  dimi- 
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nuer.  La  figure  d'un  cylindre  elliptique  ne  peut  donc  dériver  que  d'un 
fluide  qui  était,  au  moment  de  repos,  dans  un  plan  indéfini.  S'il 
commence  à  tourner  autour  de  la  normale  du  plan,  nous  aurons  les 
ellipsoïdes  de  Mac  Laurin;  si,  au  contraire,  il  commence  à  tourner 
autour  d'un  axe  situé  dans  le  plan  même,  nous  aurons,  si  la  vitesse 
augmente,  tous  les  cylindres  elliptiques  depuis  les  plus  aplatis, 
jusqu'au  cylindre  circulaire. 

5°  Figures  d'équilibre  en  forme  de  cylindre  non  elliptique.  — 

Nous  considérerons  toujours  la  section  droite  E„  de  notre  cylindre. 

Nous  avons  vu  que,  quelle  que  soit  la  figure  de  bifurcation,  la  couche 

susceptible  de  donner  une  nouvelle  figure  d'équilibre  est  donnée  par  la 

formule 

Ç  =  (3-2/.  '0  cos(/i^  ). 

On  voit  aisément  que  l'épaisseur  '(  ne  peut  jamais  s'annuler  aux  extré- 
mités du  grand  axe  B(y  =  R,)  et  B'(y'  =  —  R2)  et  que  si  n  est  pair, 
le  signe  de  '(,  est  le  même  en  B  et  B',  positif  ou  négatif  suivant  le  signe 
de  (32n.  Nous  aurons  ainsi  deux  figures  différentes,  symétriques  par 
rapport  à  OX.  Si  n  est  impair,  "(a  des  signes  opposés  aux  points  BetB  . 
Nous  aurons  une  seule  figure  dissymétrique  par  rapporta  l'axe  OX. 
Le  changement  de  signe  de  {$2n  ne  fait  que  faire  tourner  notre  figure 
autour  de  son  centre  de  l'angle  u. 

La  première  ellipse    de   bifurcation   s'obtient    en    posant  n  =  3. 
L'équation  (38)  devient 


(  1 

—  x =  0. 

■1  1 


Les  racines  sont 


1 
x,  =  —  > 


Donc  la  valeur  cherchée  de  x  est 


1 
x  =  —  • 
1 


Le  rapport  des  axes  nous  sera  donné  par  la  formule 


\-t       1  yfr*  — a»       1 
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La  couche  qu'on  peut  appliquer  sur  cette  ellipse  a  une  épaisseur  : 

C  =  P,/M,=  pl/cos(3i')=— |3,/Hn(39). 
On  voit  que  Z  s'annule  en  six  points, 


ou 
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I  I  0         7  3  II 

6       a       b       0       a        6 


Remarquant  qu'au  point  B  (a?  =  o,  y  =  R2)  v  =  o  et  cos  3  v  =  i 
nous  voyons  que  si  (3t  est  positif,  Ç  est  positive  au  point  B  et  dans  tout 
l'intervalle 


!*<*<£*. 


Dans  les  autres  intervalles,  Z  est  alternativement  positive  et  négative, 
et  nous  aurons  une  figure  analogue  à  la  figure  i. 


Fie.   i. 


.y-e-^ 


Ce  cas  correspond  à  la  figure  piriforme  de  Poincaré. 

Il  est  utile  de  remarquer  que  /,,  varie  sur  l'ellipse  de  (p~—  6*)   "  aux 

i 
points   A,  jusqu'à  (p2—  «")    2  aux  points  B.   Ces  valeurs  ont  entre 
elles  le  rapport  de  i  à  3.  Par  conséquent  nous  aurons  le  maximum 
de  '(  aux  points  B  et  15'. 

Les  dimensions  de  cette  première  ellipse  de  bifurcation  sont  : 

A  =  3t:,         OA  =  i,         0B  =  3,         0C  =  i,5,         —  =  | 

2  7Î  o 
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ou  encore 


A  =  tt,        OA.  =  i\/3,         OB  =  v/3,         OC=-^ 


w3        3 

27:  =  8' 


ff 

Kig 

1 

.     2. 

X 

b\\ 

yfy' 

Four  obtenir  la   deuxième  ellipse   de  bifurcation,    il   faut,    dans 
l'équation  (39),  poser  n  =  4,  m  =  2.  Nous  aurons 


D'où  l'on  tire 
et,  par  suite, 


y=—\±.\Jï, 


.r  =  vV2  —  '  =0,64, 


Ri  0 

*=0,22  =  -^-, 

4l 


H, 


2  71 


=  0,293. 


Kig.  3. 


B[ 

^^ 

; 

A 

^^ 

Y   r 

1              *•.„       r 

i   .7 

iV 

s^.s 

V-J4 

A' 

L'épaisseur  de  la  couche  est  donnée  par  la  formule 

Ç  =  |Vcos(4e), 
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donc  '£  s'annule  en  huit  points 

i  3  5  7  9  ii  1 3  1 5 

('=ïï7r,        gTI,        gTT,        gTT,       gTT,       ^  7T,       -g-  7T,       -g-  7T. 

Si  (3g  est  positif,  C  est  positive  aux  points  B  et  B'  et  nous  avons  la 
figure  2. 

Si  (3g  est  négatif,  'C  est  aussi  négative  en  B  et  B'  et  nous  aurons  la 
figure  3. 

Et  ainsi  de  suite. 

Cylindre  circulaire.  —  Si  nous  refaisons  les  mêmes  calculs  pour  le 
cas  du  cylindre  circulaire,  nous  obtenons  sans  difficulté  que  la  con- 
dition V  —  o-'C  =  const.  s'écrit  dans  ce  cas 

V1     . — -  — (2  71  —  us)    rj}+'  (  A„  cos//  9  -+-  B„  sinred)  =  const.. 
î 

A„  et  B„  étant  les  coefficients  de  développement  de  l'épaisseur  'Ç  en 
série  de  Fourier, 

Ç  =y  /'"(Â„  cos/iO  -+-  B„sin«5). 

i 

l'ar  conséquent,  l'équation  qui  détermine  la  vitesse  w,  relative  à  un 
cylindre  de  bifurcation,  est 

— -  —  (  2  7T to*  )  =  O 

OU 

r.\-  i 

[Il        :  I,    2,    3,    4,    .  .  .). 


CiT 

I 

—  —   1 

—  — 

2  7t 

n 

Les  valeurs  de  —  relatives  aux  cylindres  de  bifurcation,  sont  donc 

2  77 


'.r  12     3     4 

pour 


—  O,  — )  tt>   7-»  — >    •  ■  •  j    I 

2  7t  2        >       |      O 


n—  i,  2,  3,  4,  5,    ....  ce  . 

L'épaisseur  de  la  couche  qui  déterminera  la  nouvelle  figure  sera 
donnée  alors  par  la  formule 

Ç  =  (3„  cos  n  0. 
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Nous  aurons  le  premier  cylindre  de  bifurcation  pour  n  =  2,  w2  =  -. 
Ce  cylindre  donne  naissance,  comme  d'ailleurs  nous  l'avons  vu,  aux 
cylindres  elliptiques. 

6°  Stabilité.  —  Soit  E0  le  cylindre  elliptique  en  rotation  et  en 
équilibre  relatif,  et  soit  V0  son  potentiel  à  la  surface.  Alors,  en  un 
point,  dont  la  distance  au  cylindre  est  \  (infiniment  petite),  son 
potentiel  sera 

Supposons  que  le  cylindre  subisse  une  déformation  et  calculons 
l'énergie  de  la  figure  déformée.  Soient  X,  l'épaisseur  de  la  couche,  pro- 
duisant la  déformation,  dp  l'élément  de  son  volume  et  V  son  potentiel 
à  la  surface. 

L'énergie  totale  se  compose  de  deux  parties  : 

i°  L'énergie  due  à  l'attraction; 

20  L'énergie  due  à  la  force  centrifuge. 

Par  conséquent,  désignant  par  dm  l'élément  de  volume  du  cylindre 
et  par  r  la  distance  à  l'axe  OZ,  l'énergie  cherchée  sera 

W  =  ~   f  V  dm  +  f\  dp  +  -   f V  dp  +  f'^f-dm  +  /"—  dp. 

Or  l'énergie  du  système  avant  la  déformation  était 

W,  =  -  I  V  dm  -\ /  u2  /':  dm  ; 

du.  est  négligeable,  car  la  masse  totale  de 

la  couche  est  nulle.  Gela  posé,  nous  aurons 

W  =  Wo-H  f\dp  -4-  -  fv'dp  =  W0+  f(\  H-  -  V')  dp. 

Mais  V  =  V0  —  g~K  et,  par  conséquent, 

/  V  dp  -j  V,  dp  -jgl  dp  =    -fg  l  dp. 

* 
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Soit  f/co  l'élément  de  la  surface,  comprise  entre  deux  génératrices 
infiniment  voisines.  Alors  c?[x=  cTkdw  et  nous  aurons 

f\ diL  —  —Ç  fgl d), du  =z—  fgdu  f  1  d).  =:—  fgi- du, 

de  même 

Ecrivant 

C  =  2AiZM„ 

nous  aurons 

ensuite 

7  =2  1T  /2M'  +2  A' Aa/2M,M,, 

i  H 

^  =2  5  A'a  's?  R?  M<  +2 1  A'A*RJ  s?  /M'Mi- 

En  tenant  compte  de  ce  que  /  /MJM*^co  =  o  et  que  o-^ttRjS", 
nous  aurons 

W  =  W„-  TT^  A?  (^  _  ^r)    Jm'    f/W- 

Nous  pouvons  considérer  que  la  nouvelle  surface  soit  définie  par  les 
coefficients  A,-,  alors  les  coefficients  de  stabilité  sont 

-T.(hh_Mi\  fiw-du. 

Comme  l'intégrale  est  toujours  positive,  la  condition   nécessaire  et 
suffisante  pour  que  la  ligure  soit  stable  est 

(    II)  >o  (1  =  1,2,3,...,»). 

Ecrivant  cette  condition  sous  la  forme 

i  —  .r2        i  ±  se" 

-  >  o, 


nous  voyons  qu'elle  ne  sera  pas  vérifiée  pour  i  =  i,  i  =  2  et  i '  =  4? 
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quel  que  soit  x  et  que  pour  />  4,  c'est-à-dire  pour  rc>  2,  elle  sera 

vérifiée  si  la  valeur  de  x  ne  dépasse  par  -■  Si  x  >  -  il  y  aura  au  moins 

une  valeur  de  i  >  4  pour  laquelle  la  condition  (4i)  ne  sera  pas  vérifiée. 
La  déformation  relative  à  i  =  i  ou  à  /'  =  i  n'est  qu'une  translation 
parallèle  à  l'un  des  axes  coordonnés.  Quant  à  la  déformation  relative 
à  i :  =  4,  la  couche  qui  lui  correspond  sera  de  l'épaisseur 

:  =  p4/M»=p»/cos(ap). 

Cette  déformation  accentue  l'aplatissement  du  cylindre. 

Par  conséquent,  tous  les  cylindres  elliptiques  sont  instables,  mais, 

pour  j?<  -,  le  degré  d'instabilité  est  i.  Le  cylindre  est  stable  pour 
toute  déformation  qui  n'augmente  pas  son  aplatissement.  PouriC>  - 

le  degré  d'instabilité  est  plus  grand  que  i. 

Pour  les  cylindres  circulaires  la  condition  (4t)  doit  être  remplacée 
par 


i         eo*  . 

i >o  («  =  I,2, 

Il  2  7T 


Si  or  ne  dépasse  pas  iï,  cette  condition  sera  vérifiée  si  n  >■  i .  Mais 
la  déformation  relative  à  n  =  i  est  une  translation  suivant  une  direction 
perpendiculaire  à  l'axe  de  rotation,  qui  ne  modifie  pas  la  figure  du 
cylindre  circulaire.  Par  conséquent,  tous  les  cylindres  circulaires  sont 
stables  pour  n'importe  quelle  vitesse  angulaire  o>,  pourvu  qu'elle  ne 
dépasse  pas  la  valeur  y/u.  Pour  la  vitesse  angulaire  plus  grande  que  \/~ 
l'équilibre  est  instable  et  le  degré  d'instabilité  est  d'autant  plus  grand 
que  a)  est  plus  grande. 

Remarque  I.  —  Les  conditions  de  stabilité  ne  changent  pas  si,  pour 
critérium  de  stabilité,  nous  prenons,  avec  Poincaré,  la  condition 
que  W — w2I  est  maximum,  car,  dans  nos  calculs,  nous  avons  com- 
plètement négligé  le  moment  d'inertie  de  la  couche. 

Remarque  II.  —  Les  résultats  ne  changent  pas  non  plus  si,  dans 
l'énoncé  du  problème,  nous  prenons  les  conditions  du  problème  que 
Poincaré  appelle  problème  naturel,  c'est-à-dire  si  nous  prenons  co 
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variable,  mais  le  moment  de  rotation  jjl  =  co2I  constant.  Nous  aurons 
la  formule 

(k  étant  une  constante),  qui  est  absolument  analogue  à  la  formule  (/jo) 

w*=4ît7 — - — -■ 

Pour  résumer,  faisons  la  représentation  grapbique  (voir  Poincaré, 
Figures  d'équilibre  d'une  masse  fluide  en  rotation).  Portons  sur 
l'un  des  axes  coordonnés   le  rapport  t  des  axes  du  cylindre  et   sur 

l'autre  la  quantité 


m' 

. 

-i 

c 

; 

1 

B 

— ~^-— <2_ 

A 

L^""" 

8 

0,2  95 

A 

"~— — — _____E 

0 

î  _L                      1 

3 

La  droite  ABC  représente  les  cylindres  circulaires  et  la  courbe  ODB 
tous  les  cylindres  elliptiques.  La  courbe  BD'E  représente  les  mêmes 

cylindres,  mais  tournés  de  l'angle  -•  Quelques  points  de  bifurcation 

sont  marqués  par  de  petites  croix. 

Comme  les  cylindres  circulaires  sont  stables  sur  AB,  ils  sont  instables 
sur  BC,  de  même  que  les  cylindres  elliptiques  sur  ODBE.  Le  point  D 
est  le  point  de  bifurcation  où  les  cylindres,  analogues  aux  figures  piri- 
formes,  prennent  naissance.  La  courbe  représentative  de  ces  cylindres 
doit  être  tangente  à  ODB  en  D  sans  la  couper  et  nous  ne  pouvons  rien 
dire  sur  la  stabilité  de  ces  figures.  Le  plus  probable  est  qu'elles  sont 
instables,  quoique  M.  Jeans  (voir  l'Introduction)  croie  le  contraire. 
Mais  il  croit  de  plus  que  les  cylindres  elliptiques  sont  aussi  stables,  ce 
qui  n'est  pas  exact,  comme  nous  venons  de  le  voir. 
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DEUXIEME  PARTIE. 


Figures  d'équilibre  d'une  masse  liquide  en  rotation  sous 
l'action  des  forces  newtoniennes  et  de  la  faible  pres- 
sion   capillaire. 

i°  Notations  et  formules.  —  Au  cours  de  cette  deuxième  Partie, 
j'emploierai  les  notations  et  les  formules  suivantes,  empruntées  à 
l'Ouvrage  de  Poincaré  :  Figures  d'équilibre  d'une  masse  fluide 
en  rotation  (leçons  professées  à  la  Sorbonne  en  1900). 

Prenant  pour  coordonnées  elliptiques  les  racines  positives  p,  u,  v 
(p  >  [A  >  v)  de  l'équation 


X2  —  a2       l2  —  b2       l2- 


1  —  0, 


on  désigne  par  R,(p),  M,- ([/.),  N<(v)  les  fonctions  de  Lamé,  c'est-à-dire 

les  fonctions  de  p,  de  u.  et  de  v,  telles  que  leur  produit  (produit  de 

Lamé) 

R,M,N, 

soit  une  fonction  harmonique,  symétrique  en  p,  [A,  v.  Dans  les  coor- 
données reclilignes,  le  produit  de  Lamé  de  degré  n  représente  un 
polynôme  harmonique  de  même  degré  en  x,  y,  -  (on  entend  par 
degré  du  produit  de  Lamé  le  degré  de  chacune  des  fonctions  R, 
M,  N). 

Dans  chaque  degré  n  il  y  a  2«  +  i  différentes  fonctions  de  Lamé  et, 
par  suite,  :>.n  -t-  1  différents  produits  de  Lamé. 

Les  fonctions  de  Lamé  peuvent  être  de  quatre  types  et  de  huit 
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espèces.  Désignant  par/"(p2)  un  polynôme  en  p2,  nous  aurons  : 
Type  I.  i»R=/(p«); 


2°  R=v/p2-«2/(p2)- 
Type  II.     {  3o  R  =  y/p2-6V(p2), 


(1) 


Type  III. 


4°  r  =  v/p2^27(p2); 

I  5°  R  =  vV  —  62  vV2  —  c*  A  P2  ) < 

6°  R=s/^3^s/^Z^I/(p2), 

f  7°  R  =  v/p^^  y/p^TP  /(  p'  )  ; 


Type  IV.      8»R  =  vV  —  "2  V^P2  —  *2  y/p2  —  c-2  /(  p-  ). 

Les  types  I  et  III  correspondent  à  n  pair,  les  types  II  et  IY  corres- 
pondent à  n  impair.  On  aura  les  fonctions  M  et  N  en  remplaçant  p 
par  jx  et  v. 

On  démontre  que  f(?~)  a  toutes  ses  racines  réelles,  distinctes  et 
comprises  entre  a  et  c,  et  que,  par  conséquent,  le  produit  de  Lamé, 
type  I  :  /(p2)/([J|-2)/(v2)  est  un  polynôme  en  x2,  y2,  z2.  Cela  découle 
immédiatement  de  l'identité  fondamentale 


y- 


a2-p2)a2-i^)a2-*2) 

A2—  aT-  ~r~  V-—  Û1  ~*~  V-—  c2       '       (X2  —  a-)(k-—  62)('/'2  —  c2) 
qui  donne,  si  l'on  désigne  par  a,,  a2,  .. .,  a*  les  racines  de/(p2) 

J2  s2 


(2)      /(p2)/(^)/(v2)  =  const.J 


ot, —  a- 


a, —  b- 


O./  —  c- 


)■ 


On  admet  les  notations  suivantes  : 

Pour  n  =  o,  il  y  a  une  seule  fonction  de  Lamé  : 

Pour  n  =  1 ,  il  y  a  trois  fonctions  : 


(3) 


R,  =  v/p2—  a\  M,  =  y/jjL2  —  "2>  N,=y/v2-«2 

R2r^  v/p^T^, 


M„ 


vV2— Â2, 


N, 


:y/v2  —  i2 


R,=  V/^^,  M3  =  yV-c2,  NI=v/v« 
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pour  n  _  2j  il  y  a  cinq  fonctions  de  Lamé  : 

\   Rs—  ,/p2_  C2  y/p^—  a2=R3R!, 

(4)  Rs  =  v/p^=^  VP2-ft2=  R'R*' 

I  R,=  pI— «i, 

\   R8=ps  —  «2, 

a,  et  a2  étant  les  racines  de  l'équation 

_  =  o         (a*>a»>&,>«*>c*)- 


(5)  ^T^  +  a— 62       a— C 

pour  „  =  3,  il  y  a  sept  fonctions,  parmi  lesquelles  nous  citerons 

(6)  R9=v/Fr«ïv/pT:::^v/Fr772' 

et  ainsi  de  suite.  Les  fonctions  M  et  N  s'obtiennent  en  remplaçant, 
dans  les  formules  (4)  et  (6),  p  par  p.  et  v. 
Avec  ces  notations,  posant 


lu 


■ 
h3  = 


on  aura 


A,  R^M,!*, 


(7)      ., 


1  ,,  =  A,A,R.M4N„        **  =  M.  RsM8Ns,        -y  =  M.R.M.N.. 
Le  volume  de  l'ellipsoïde  sera 
/Rv  T  =  ^7iR,R2R.v 

(8)  3 

Les  cosinus  directeurs  de  la  normale  seront 

t  cos(n,  af)  =  ZAlM1NlR4) 
,   x  1  oos(n,  j')  =  /A»M,N1Rï) 

(  cos(«,  5)  =  fA»M,N,R„ 
où  l'on  pose 


/  = 


(">>  i/tp'-KW-^ 
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Comme  sur  un  ellipsoïde  p  est  constant,  toute  fonction  à  sa  surface 
est  fonction  de  [x  et  de  v  seuls. 

On  démontre  qu'une  telle  fonction  peut  être  développée  (si  elle 
vérifie  certaines  conditions  très  larges)  en  une  série  de  produits  M,N,, 
qui  sont  absolument  analogues  aux  fonctions  sphériques  P"  sur  la 
sphère,  aux  fonctions  M,  sur  l'ellipse  et  aux  fonctions  sin(iz>)  et  cos(7cp) 
sur  un  cercle. 

On  démontre  aussi  que  ce  développement  est  unique  et  ne  dépend 
pas  du  choix  de  l'ellipsoïde. 

Les  coefficients  du  développement 

/( fi,  v )  —  A0  +  A,  M,  N,  -+-  A, M2 N2  -+- . . .  +  A,-M,- N,- -h . . . 
se  calculent,  comme  dans  la  série  de  Fourier,  à  l'aide  de  la  formule 

étant  k  ^  i  et  l'intégrale  étant  étendue  à  toute  la  surface  de  l'ellip- 
soïde. Ce  qui  donne  la  formule  pour  les  coefficients 

f 'fl/Oi,v)MlN|£fo 
(ii)  Ai=J 


fflW, 


fdv 


On  appelle  S£-  fonction  de  Lamé  de  seconde  espèce,  une  fonction 
transcendante,  jouissant  des  mêmes  propriétés  que  R,  et  donnée  par  la 
formule 

(12)     b,-=R,-/     — ^ ,  r  =  R,  /     — pT-rfn, 

J.      R?     -\/(p2  —  a2)(p2-*2)(p2  —  c<)       J„      R,2 
u  étant  une  nouvelle  variable,  liée  à  p  par  la  relation 


du  = 


pdp 


Le  potentiel  de  l'ellipsoïde  homogène  de  densité  1, 

x"-  y*  s- 

Hy2  +  gôï  +  p[ôï  —  '  —  ° 
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s'exprime  par 

(,3)  V=-ï[^  +  |iy+§»»]+conBt. 

Le  potentiel  de  la  couche  homogène  de  densité  i,  répandue  sur 
l'ellipsoïde  et  d'épaisseur 

/  à  la  surface 

/4TC 


est 


^Sd^f3*1^^*5 


(•4) 


à  l'intérieur 

4* 


'      —*  2/1+1 


à  1  extérieur 


Et  enfin,  désignant  par  g  la  pesanteur  sur  l'ellipsoïde  en  rotation 
et  en  équilibre  relatif,  nous  avons  les  formules 


(■5) 


(16) 


^=j7rR;S»=const., 

8~~      an' 


U  étant  la  fonction  des  forces. 

Ajoutons  ici  encore  une  formule  que  j'ai  donnée  dans  le  numéro  de 
juin  191 5  des  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques. 

Avec  les  notations  indiquées,  la  courbure  moyenne  de  l'ellipsoïde 
est  donnée  par  la  formule  suivante  : 


('7) 


1  1 

R+ ÎV 


R,R5R, 


r;  +  r^  +  r^-^_  y*—  z- 
R'RJ    .      R5R?    ,      R?R^    .V 


■2"  Énoncé  du  problème.   Hypothèses.  Imaginons   une   masse 

liquide  homogène  en  rotation  uniforme  autour  d'un  axe  fixe  (  que  nous 

Journ.  de  Math.  (•;•  série),  tome  II.  —  Fasc.  I,  1916. 
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prenons  pour  axe  OX)  et  qui,  étant  en  équilibre  relatif,   affecte  la 
figure  d'un  ellipsoïde  E0. 

Ajoutons  maintenant  à  la  surface  de  cet  ellipsoïde  une  pression 
capillaire,  c'est-à-dire  une  faible  pression  superficielle,  proportionnelle 
à  la  courbure  moyenne  de  la  surface.  Cette  pression  capillaire  défor- 
mera la  figure  ellipsoïdale;  et  nous  obtiendrons  cette  déformation  en 
ajoutant  à  la  surface  de  l'ellipsoïde  une  couche  liquide  infiniment 
mince,  d'épaisseur  Ç,  tantôt  positive,  tantôt  négative.  La  masse  totale 
de  cette  couche  doit  évidemment  être  nulle.  Nous  supposons  encore 
que  cette  déformation  étant  infiniment  petite,  la  courbure  moyenne 
de  la  surface  reste  la  même  fonction  des  angles  polaires. 

Si  la  nouvelle  figure  est  une  figure  d'équilibre,  les  conditions  d'équi- 
libre s'écriront  : 

à  l'intérieur  de  la  surface 

const., 
(18) 


U  étant  la  fonction  des  forces  et  a  la  pression  capillaire. 

Pour  résoudre  le  problème,  nous  développerons  a  et  U0  qui  est 
une  fonction  de  '(,  en  une  série  de  fonctions  de  Lamé;  après  quoi, 
identifiant  les  coefficients,  nous  calculerons  '£  qui  nous  montrera  en 
quoi  la  nouvelle  figure  diffère  de  l'ellipsoïde. 

J"  Résolution  du  problème.  —  Comme  nous  l'avons  vu  tout  à 
l'heure,  il  nous  faut,  pour  résoudre  notre  problème,  développer  en 
série  de  produits  de  Lamé  U0  et  a,  U0  étant  la  fonction  des  forces  à  la 
surface  de  la  couche  et  a  étant  la  pression  capillaire. 

Or,  U0  se  compose  de  deux  parties 

Un=UK+r, 

où  IJF  est  la  fonction  des  forces  due  à  l'ellipsoïde,  mais  à  la  surface  de 
la  couclic  et  r  est  le  potentiel  de  la  couche  ajoutée.  Mais,  désignant 
par  U|.'  la  fonction  îles  forces  due  à  l'ellipsoïde  et  à  sa  surface,  nous 
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verrons  que,  négligeant  le  carré  de  Ç, 

ou  en  tenant  compte  de  la  formule  (16) 

(19)  uE=m-gK. 

Enfin, 

U„  =  UE+v  =  Uê—  gt  +  v. 

Par  conséquent,  la  condition  (18)  s'écrira 

x  =  UÊ  —  gZ  -+-  c  -t-  const. 

et  comme  U°  est  constant,  car  l'ellipsoïde  était  une  figure  d'équilibre, 
nous  aurons  définitivement  la  condition  suivante  : 

(20)  —  gZ  +  ('  =  «  +  const. 

Comme  'C  doit  être  une  fonction  de  [j.  et  v,  ainsi  que   /,  nous  nous 
représenterons  la  fonction  '(  :  /  sous  la  forme  de  la  série 

et,  par  conséquent,  nous  chercherons  Ç  sous  la  forme 

(21)  t=/Za,M,N,. 

Le  problème  consiste  dans  la  recherche  des  coefficients  a,. 
Reprenant  l'équation  (20),  nous  aurons 

yC  =  j«a,MïN,=  !*RïSî2a,M,Nft 

d'après  la  formule  (i5). 

Le  potentiel  v  de  la  couche  sera,  d'après  la  formule  (i4)> 

Vi_4«_     R»SoM  N 

^  2  rt  -+-  ! 

et,  par  suite, 

—  et  A-  i>  = —  ù 


6 


■V  /H» S»  l'.'/S»  \ 
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Si,  enfin,  nous  développons  a  en  série  de  produits  de  Lamé, 

l'équation  (20)  devient  [en  effaçant  les  indices  (°)] 

-  4ttY  (  ^ *&-) «,M,N*=  2C,M,.N,. 

^^   \       j  2/2  +  1/ 

L'identification  des  coefficients  donne  finalement 

Ci 


(22)  a,= 


1  Ri  Si         R,S,- 

4  7T 


Ainsi  nous  avons  ramené  notre  problème  au  développement  en  série 
de  produits  de  Lamé  d'une  fonction  donnée  a.  Mais  ce  développement 
se  ramène  de  son  côté  au  calcul  des  coefficients  ct  qui,  d'après  la  for- 
mule (i  1),  seront  donnés  par  la  formule 

(23)  c,=  J 


/.M 


N,-)2/</<y 


4°  Coordonnées  polaires.  —  Pour  calculer  ces  intégrales  nous 
prendrons  pour  nouvelles  variables  les  angles  polaires  0  et  <p.  Comme 
nous  avons  pris  pour  axe  de  rotation  l'axe  OX,  nous  poserons 

1  x=z  Rj  cos9, 
(24)  <  y  =  R2  sin0  sincp, 

f   g  =  R3  sin9  cos<p. 

Nous  savons  que,  désignant  par/ la  tension  superficielle,  la  pression 
capillaire  sera  donnée  par  la  formule 


qui,  d'après  la  formule  (17)  et  en  posant  — /-R|  1LR3  =  s,  s'écrit 
R2  ■+■  R2  +  R2  —  R2  cos29  —  R2  sin^sin2?  —  R2  sin^Scos2? 


(25)     a  =  s- 


(R;-R=  cos2Ô  +  R2R2  sin»0sin!cp  -+-  R2  Rf  sin!0  cos2<p)2 
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En  tenant  compte  des  formules  (9)  et  de  ce  que 

cos'2(«,  x)  ■+■  cos2(n,  y)-+-cos!(/i,  z)  =  i, 

la  même  formule  s'écrira 

a.  =  s ( R2  +  R2  h-  R2  —  R2  cos2 9  —  R|  sin29  sin2?  —  R2  sin2 9  cos2<p)  /'. 

La  comparaison  de   ces  deux  formules  nous  donne  l'expression 
pour /  : 

(26)  /=(R2R23cos20  +  R5R2sin!0sin29  +  R!R2sin20cos29)-2\ 

La  différentiation  des  formules  (24)  nous  donne 

dx  .  àx 

— -  =—  R,  sin  9.  -r-=      o, 

d9  dcp 


àr  r,  •      a   •  dy 

-5-  =       R,  cos  9  sin <p,  -f- 

à9  ào 


-^-:  R2  cos9  sincp,  -^-  R,  sinôcoscp, 


— ^  —       R-,  cos9  coso>,  -r- =  — R,  sin9sina>. 

do  dtp 

Désignant,  comme  on  fait  toujours,  par 


1  de 


(^)*+(^s)*  =  R?sin29  +  R2cos29sin2?-|-  R2  cos2 9  cos2», 


_,        àx  dx       dy  ày       dz  dz  . 

F  =-^t-  +  -JïïT'  +  Tû  T  =  (R2— R;)sin9oos9sincpcosa>, 
c>9  c'en        d9  do        dd  do  2         3 


G==  (^-)  +(^r)  +(^r)     =  R2sin29cos2<p-(-R2sin29sin2cp, 


do  J        \  do  )        \ào 
et  portant  ces  valeurs  dans  la  formule  classique, 


rfff  =  v/EG  —  Fid9do, 
nous  aurons 


^(7  =  sin9v/H2R2cos29  -h  R2R2  sin2  9  sin'©  -t-  R2R2  sins9  cos-?  rf9rf<p. 

Multipliant  tout  par  /  et  en  tenant  compte  de  (26),  nous  aurons  fina- 
lement 

Ida  =  sin  9  dû  do; 
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ce  qui  nous  donnera  l'expression  suivante  pour  les  coefficients  c, 

/•lit  ~K 

dy  t     «M/Nfsinôrfe 
(27)  ct= 


,  2  7T  „1t 


efo  /     (M,N,)2  sin9 de 

0  *A) 


Calculons  maintenant  les  produits  de  Lamé  M,N,.   En  comparant 
les  formules  (24)  avec  les  formules  (3)  et  (7),  nous  aurons 


M,N1  =  ^-cos9< 
''1 

M,N2=  y- sin  9  sincp, 

fit 


M3N3—  — -  sinScosœ, 

M4!\4  =  —  —  sin2#  si n  es  cosco  =  — 7—  sin2  9  sin  2®, 

M51\5=  —  —  sin  9   cos9  cos  9=  — j-  sin  2  9cos<», 
n3  ii,  2  «5 

M6N6=  -= — —  cos0    sin  e  sincorr  — p-  sin  2  9  sin  o, 

/'l     «2  '  2  «6 


M 


(28) 


L«,  —  «-        o.v— b-        y.i  —  c1 

M8N8=    (,*«-«,)(*— «1)    =  A8  [— lî-j  +  _£_  +  — z!_  -  ,  I , 

|_  oc2 — a-        a»—  »         «s  —  cs 


ou  1  on  pose 

tnn\     ,,  _  (<*,— ff2)(a,— 62)  (a,-— c2)  («2  —  a2)(a2—  b-)(cc,—  c-) 

pl—  a,  P'—c, 

et  où  a,  et  a2  sont  les  racines  de  l'équation  (5).  Enfin 

M9i\,j=  - — ; — r-cos0  sin2  6  sin  <p  coso  =  -r-r-sinô  sin  2  6  sin2ca 

et  ainsi  de  suite. 

En  général,  nous  aurons  huit  espèces  de  produits  de  Lamé.  Il  est 
facile  de  les  former.  Désignant  par  II  le  produit  figurant  dans  la  for- 
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mule  (2),  nous  aurons  ces  huit  espèces  : 

jo  MN  =  n, 

3°  MN  =  M!N!n, 

4"  MN  =  M3N3n, 

5°  MN  =  M4N4n, 

6»  MN  =  M5N5n, 

7°  MN  =  M6N6II, 

8°  MN  =  M9N9II. 

5°  Calcul  des  coefficients  c(.  —  Remarquant  que  a  et  II  sont  des 
fonctionsde  cos2G  et  de  cos2cp  et  que,  par  conséquent,  elles  reprennent 
les  mêmes  valeurs  lorsque  0  ou  <p  varie  de  o  à  -  et  de  -  à  u,  nous  voyons 
que  l'intégrale 

„2T.  ,,71 

/       rf<p  /     «M,-N,-sin0rf0 

ne  diffère  de  zéro  que  lorsque  M(N,  est  de  la  première  espèce,  c'est- 
à-dire  que  lorsqu'il  est  de  la  forme 

LL\<x,,-—a-        »k—  bs        <xk  —  c-         ) 

k 

Cela  montre  que  nous  n'aurons  de  termes  non  nuls  dans  notre 
développement  que  pour  n  pair,  et  que,  pour  chaque  degré  n  pair, 
nous  aurons  n  termes  non  nuls.  Ainsi,  pour  //  —  2,  nous  aurons  les 
termes  avec  les  coefficients  c,  et  c„.  Comme  tous  les  termes  de  notre 
développement  sont  infiniment  petits,  nous  nous  bornerons  aux  termes 
relatifs  à  n  =  2  et  nous  prendrons  approximativement 

a  =  c0+  c,M7N,4-CgM,N8) 
et,  par  suite,  nous  chercherons  'Ç  sous  la  forme 
(3o)  Ç  =  a7/M7N74-a8/M»N„. 

Si  nous  posons 
(3i)  \/=)       fh  I     (Mtiïiyûn8d9, 
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la  formule  (27)  nous  donnera  les  expressions  pour  c,  et  c8, 

(32)  c7=-^-l,,  c8=— 12, 

où  l'on  pose 

_  C™  d     /"***?  +  R;  +  R2  —  R;  cos2  g  -  R2  sin2  g  sin2o  —  R2  sin29  cos2? 
■'0  [R22R^cos2eH-R=R5sin?esin>  +  R5R2sin29cos29f 

rR;cos2Ô        R2sin29sin2cp        R5  sin2  Ô  cos2 9         "1    .    „  ,„ 

x 7-  H ! r- — I  H Ê ; — ~  —  1    sinfl  dO. 

La,  —  a-  a2 — o-  cr.x — c1 

On  obtient  I,  en  changeant  a,  en  a2;    a,  et  a2  étant  les  racines  de 
l'équation  (5). 

Comme  le  calcul  complet  est  extrêmement  difficile,  et  comme  nous 
ne  voulons  que  déterminer  dans  quel  sens  la  pression  capillaire  modifie 
la  figure  ellipsoïdale,  il  nous  suffira  de  connaître  le  signe  de  a7  et  as. 
Voilà  pourquoi  nous  nous  bornons  à  déterminer  les  signes  de  I,  et  L. 


6°  Signe  de  l,.  —  Posant  R3  =  FL,  ce  qui  entraîne  62  =  c-,  nous 
rons 

_  27i   /^(R2-+-R2)  +  (R2-R2)cos2e 

i,  —  i,  —  —  ;  3 

RS=B,  K*JB  [RJ  +  (R2_R^)COs2&p 

[R'jcos2^  R;  sina6  "1  .  n  ,,, 
— ! h 2 1  sin  f)  d9. 
a,  —  a-          Ci—b-  J 

Posant  cosO  =  .r,  nous  prenons  pour  nouvelle  variable 


z  =  v'Rï  +  ( R;  -  R'i ).r2—  v/R|  -  Rjx. 
Et,  remarquant  que  pour  6  =  c  l'équation  (5)  devient 


ce  qui  donne 


a  — 62 


i  =°> 


«,=  j(2a2+ft2),         (ai_a2)  =  -g(R2-Rï),         (*,_^)  =  _(R>_R2), 
nous  aurons 


jtÇW+aRÎ)      /-^-v/"3-";4R^2+(R2  +  ^)2  4(R»-R-j)s»-3(K=f-=M8rf^ 


ll  r 

-  V-   «Ai    . 


4R»(R|— Rf)2  ^Bt+t/RÏ^R} 


;r2  +  ;2)2 
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Enfin,  posant  y  =  z2,  nous  obtenons  la  formule  définitive 

v  =  _    7r(Rj+2R;)     Ç^-'^Z^  V,R^.v  +  (Rî+.v)°1[4(R2a  +  aRf)v-3(RÎ+,r)i]^ 
8R2(R2-R2)MR,+VÏr=ïT)'  (K.  +  /)V2 

L'intégration  s'effectue  par  la  décomposition  de  la  fonction  sous  l'in- 
tégrale en  fractions  simples.  Effectuant  cette  intégration,  on  trouve  : 


,,  _87:(R;+2R^)(/|R;-R-f)ra(l<!:+Rî)R»\/R;— Rî       (    R.-^y/Rj-Rî 

r.(r2_rî)I         l      (4hï-Rï)h;  h, 

et,  désignant  la  quantité  entre  crochets  par$,  on  a 

r  =  St:(R2+3R7)(4R;-Rî)  (1,_ 
R3(RS  —  R2)* 

Introduisons  maintenant  le  rapport  des  axes 

R, 

et  nous  aurons 

(34)  •=îl*!+*lv^EÏ-,^  +  ^37). 

La  dérivation  donne 

-AI fc2(£2  —  i)2      ^ 

,  >  o. 

<//,         i;|/,,_ir-v/A-2-, 

Par  conséquent,  $  étant  nulle  pour  A  ==  i,  elle  reste  toujours  posi- 
tive pour  k  >  i  et  devient  infinie  comme  k2  pour  k  =  ■*>.  Et  comme  I', 
ne  diffère  de  $  que  par  un  facteur  positif,  nous  voyons  que  F,  est  tou- 
jours positive. 

Par  conséquent,  comme 

I'.=   lim   I,, 

R       i;, 

nous  pouvons  affirmer  que  I,  est  positive  au  moins  pour  les  valeurs 
de  W3  voisines  de  \\ ,. 

Pour  savoir  comment  se  comporte  I,  Lorsque  le  rapport  rr  devient 

Journ.  de  Math.   {•)'  série),   hune  II.  —  Fasc.  I,  1916.  ~ 
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très  grand,  écrivons 


Rr       R; 

+   TP7  + 


i1=R3r  d?r  ^—M 


r>2  p>  2 

•f-4-cos2  9  —  -^4  sin2$  sin2m  —  sin-9  cos29 
K5 


i; 


RrR2 


x 


Rr,  cos2S  -+■  R'j  sin-0  sin2cp  +  "  '  *,'2  sin29  cos2œ 

R-  R-  •        sin-Ocos-o         i         .    .    .. 

— r       — ; 1 •-  —  ■Sz\sindd9. 

a,  —  a-  a, —  b.2  a,  —  e,  njj 


Laissons  maintenant  R,  et  FL  invariables,  mais  faisons  croître  R., 
au  delà  de  toute  limite.  Nous  aurons, 


..      .        ,.           R.        C~     ,     C    ('  —  sin20cos2<p)  sin20  ci 
lim  I,=  lim  — -   I       do  I ! 

R'  =  "         itï  =  »«i-c  J0  J0     [R2Cos20+R2sin20sin 


[ndd6 


oy 


1      C      i     /"(< —  sin-ô  ros2o)  mh29  cos2œ    .     .   ,. 
=  —    I       do  I      ; '-  si  n  0  dit. 

n<-'o         '  <■'»     [R|cos29  +  R2sin29sin!<B]3 

On   voit   ainsi  que,   l'intégrale  étant   finie  et   positive,   I,   s'annule 
comme  p-  pour  R3  très  grand,  mais  reste  toujours  positive. 


^,27t      .,71 

1=  !         /     F.Psinddddo, 


-"  Signe  del2.   --  Écrivons  pour  abrégei 

I 

où  nous  posons 

R2-4-Rr,+  R2  —  R-  cos26  —  li]  sin20sin2<p  —  R2  sin20cos2<() 

[R;R2  cos29  -+-  R2  R2  sin29  sin2<p  -t-  R2Rli  sin26  <■< i^-  s  \- 

Rrcos2&        R»  sin20  sin2<p        R2  sin'-0  cos2cp 

1    =  — t  -+■       T^r-^-  +  — r— *  —  '  ; 

a2 — a'  a., —  b-  cx„ — L'- 

on voit  que  F  est  une  fonction  essentiellement  positive. 

Pour   trouver    le   signe   de   [2,   calculons  sa   valeur    au   voisinage 
«le  li..       I!,.  Dans  ce  but,  posons 

R;  =  R§  +  £2, 


ce  (lui  demande  r-  -■     />- 
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Alors  il  faut  poser 


5i 


a,=  62  —  /.s2 


el  l'équation  (5)  devient 

(35) 


b"-—  a2  —  Ae2 


le2        (  i  —  A  )  s2 


D'où,  pour  la  première  approximation  on  peut  prendre  X  =  — 
Portant  la  valeur  de  a2  dans  P,  on  obtient 

p_      Rjcos-5  R|  sin29sin2<p        (R2  -f-  s2)  sin2Ô  cos29 

~  b2—  a1—  le2  — Ae2  (i  —  ?.)e2 

Remplaçant  _  .  ,  par  sa  valeur  tirée  de  (35),  on  a 

D  R2cos!0  R2sin29  . 

"  —  ~F' 5 — tt  ■+■  ~r^ — ï — tlcos"9  —  sin2©] 

6-  — <72— As2        (i— Ajï-L  '  J 

H.2,  sin20  sin-o        sin20cos2<p 


b- — a- —  l.i-  i  — A 

ou  enfin,  exprimant  sin'-o  et  cos'-'o  en  fonction  de  cosao, 

p_     —  Rfcos'9  R2sin29  sin2  9 

a2—  b2+li2        2  (a2—  b2  -h  le1)        ■?.  (i —  À) 

m  r2  i 


sin2  9 


_(!  —  >.)  E2         2  (a2—  &2-hA£2)         2(1  —À 


En  tenant  compte  de  ce  que,  pour  H,  =  l!n,  la  fonction  F  ne  dépend 
pas  de  a>,  les  termes  en  cos2o  s'annuleront  après  l'intégration  par  rap- 
port à  o,  et  nous  aurons 


,.     .  f71  ,.     „  TRg  sin'0  —  2R2 

h  m  I.,  =  2  7T  /       1 1  ni  F     — î 1 

R,=  n,  J0       ll,=  l!.,      L         2(«2—  62-h, 


COs20  sin-'  ■/ 

Ae2)  2(1— A) 


indde. 


Remplaçons,  maintenant,  >.  par  -  et  £  par  o,  et  nous  aurons  fina- 
lement 

I'  -  li„,  I  -     2tcR2      f1t(Rg+Ri)-HRj-HÎ)co*,Q,         ,       lfn   ■    0M 

12   _    IllTl     12 TJ7, r— ■     I         = ! —  (  I    —  3  COS20)  SU\0  (l'j. 

"■'■'  Ra~R^o       Rî[RÏ+(RÎ_RÎ)cos*0Î* 

Il  est  facile  de  vérifier  que  l_,  ne  diffère  de  I(  que  par  un  facteur  positif 
el  que,  par  suite,  [a  est  positive  au  moins  au  voisinage  de  K2  =  R3. 
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Nous  trouverons  aussi  que,  pour  R,  infiniment  grand  par  rapport 
à  R,  et  R„,  I,  devient  nulle  comme  k~- 
En  effet, 

,.      T        ..  R3        r'271  ,     r*(\  —  sin29cos2©)sin20cos2cï>    . 

hm  I„=  lim f       do  / ' Isinddd. 

r,=.         »'-ai-  c-Jo  Jt     [R;!cos20-+-R2sin20siii2a>]ï 

Mais,  supposant  dans  (34)  £2  très  grand,  on  trouve  pour  X  la  valeur 
approchée  X  =  »•  Alors  a2  —  c2  =  ^e2  et  comme 

..     R2  R;  +  £2 

1 1  m  — ^  =  1 1  m  — ^— ■ =  i  . 


nous  aurons  définitivement 

Iiml,=  — p-    /       ff<p  J |sm0rf0. 

6R*Jo  Jo      [Rf  cos20-t-R2sin20sin2<»]3 

Par  conséquent,  les  deux  intégrales  I,  et  L  sont  positives  au  voi- 
sinage de  R2  =  R,  et  s'annulent  comme  —  pour  R3  =  co  (R,  et  R2  res- 
tant  finis).  Mais  comme  F  décroit  constamment  lorsque  R;l  croît 
de  R2  à  ce  et  s'annule  comme  —  pour  R;l  =  ce,  et  que  P  est  toujours 

une  fonction  dont  la  moyenne  sur  l'ellipsoïde  est  nulle,  nous  pouvons 
admettre  que  1,  et  l2  étant  égales  à  1,  et  I!,  pour  R.,  =  IL  décrois- 
sent constamment  lorsque  R3  croit  de  R2  à  ce  et  deviennent  nulles 
pour  R.,  =  ce  restant  positives  pour  toutes  les  valeurs  de  lî.,. 

L'intégration  assez  longue,  mais  ne  présentant  aucune  difficulté 
théorique  nous  donne  les  valeurs  de  AT  et  A8  : 

i5  L(«i—  a)        («t—''-)-       («i— c2)-       (p-—  «,)-J 

8"  Calcul  de  'Ç.  —  Cela  posé,  passons  à  '1.  Comme  nous  nous 
sommes  borné  à  deux   termes  du  développement,  nous  cherchons  Ç 
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sous  la  forme 

Ç  =  a,ZM7N,+  a„/M8N8. 

Remplaçant  tout  par  sa  valeur,  nous  aurons 

_/R1R,R,/r      Ajl,  fa*        t        y 

4  7i  A74j7  \«|  —  a" 
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Ç: 


a;i, 


A8co8  \«3  —  «2 


a,  —  bl 


ct,- 


A- 


ou  1  on  pose 

_R,S,       R7S7 
W7-~3 5~ 

RiS,       R,S, 


J      la;2  — a2        x2  —  a, 


,/v/,' 


M 


?-—"■ 

x*  —  a2 


y/(.r2  —  a!)(  r 2  —  *2  )  (  ••»'-  —  c-  ) 
a.,  \  x  dx 


\]{x"~  —  a2)  (x- —  b-)  (x- —  c-) 


Comme  a2>  a,  ]>  a2  et  a?  >  p,  nous  voyons  que  w.  et  ws  sont  néga- 
tives car  tous  les  éléments  de  l'intégrale  le  sont.  De  plus  nous  avons  vu 
que  J,  et  I2  sont  positives  et  il  est  évident  que  /,  ht,  h\,  A7  et  A8  le 
sont  aussi.  Par  conséquent  le  signe  de  'C  ne  dépend  que  du  signe  des 
quantités  entre  les  parenthèses. 

()"  Discussion.  —  On  voit  facilement  que  Ag  =  o,  a8  =  o  pour  R3=  R2 
et  que  par  suite  dans  ce  cas  '(  se  réduit  à  un  seul  premier  terme. 
Pour  R3  très  grand  c'est  le  contraire,  car  c'est  le  second  terme  qui 
jouera  le  rôle  principal. 

En  effet,  posant  comme  avant 


62=c2-r-e!, 
aî=6*H-A* 


£2  très  grand, 
/t2fini(/t2=:R2  —  11;). 


on  a 


X'  étant  donnée  par  l'équation 


(>.'—  i)/.-      À'/.-      /  /.  ■ 
d'où  la  valeur  approchée  de  A'  est  X'  = 
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Ceci  posé  on  trouve  facilement 


]\m/i- 


(>._,) k:  i & {\h*-   s2)  _  (R2  —  R2)2 
-a(H*+RÎ) 
Rï—  \k 


0 

R: 

-M 

8 

« 

+(- 

i5 

2R2 

TT«  ) 


X  /ts 


fe^)*-] 


/R»  —  U2 


_i5     (Rl  +  R?)2 
Et  comme  I,  est  de  l'ordre  de  -  pour  i  =  ce,  nous  voyons  que  le  coef- 


ficient 


lim  /(s=  li 


lim  A„  = 


est  de  l'ordre  de  —  De  même  on  trouve 
A7  co7  £1)7 


i5 


Aïl, 


Ainsi  nous  voyons  que  le  coefficient  ,  "  ~  est  de  l'ordre  de  —  • 
J  *  A8w8  w8 

Et  comme  co7  et  co8  sont  du  même  ordre  de  grandeur  que  l'intégrale 

xdx 


/: 


s/(- 


i2)(*2-62)(*2-c2) 


on  voit  facilement  que  pour  II,  très  grand,  c'est  le  second  terme  qui 
joue  le  rôle  principal. 

Tout  cela  posé,  nous  pouvons  discuter  la  nouvelle  figure  d'équilibre. 
Désignant  par  '_',.,  '.,  et  'Çz  l'épaisseur  de  la  couche  aux  trois-sommets 
de  l'ellipsoïde,  nous  aurons 


_/n,p;i, 

ta!~    4ît    LA7co, 

_/R2  [/'?!.   (£l 

4 tt    |  A7co7  (a, —  //2) 

=  /R:,  [-//'I,   (p2~«. 
',-   |  A-w,  (a,-  c2 


A8C>8     («I—  O  J' 

/'5  h   (p-~  «»)~1 
A8w8  (a2—  62)J' 


2  H  A  :  '  ■ 


'"s    («J  —  ('2)  J 
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Remarquant  que 

«i— «2<o,         a.^ — b2>o,         oc,  — c2>o, 
«s — rt2<o,  «2 — b'2<^o,         a, —  c2>o 

et  rappelant  que  co7  et  o>s  sont  négatifs,  nous  verrons  que  sur  le  petit 
axe  (OX)  'Ç  est  toujours  positive.  Sur  l'axe  moyen  (OY)  elle  est  néga- 
tive pour  l'ellipsoïde  voisin  de  l'ellipsoïde  de  révolution  et  devient 
positive  pour  l'ellipsoïde  assez  allongé.  Enfin,  sur  le  grand  axe  (OZ) 
'C  est  toujours  négative.  Par  conséquent,  quel  que  soit  l'ellipsoïde,  la 
pression  capillaire  tend  à  le  faire  approcher  de  la  sphère. 

Il  est  facile  de  vérifier  que  pour  les  ellipsoïdes  infiniment  minces  ou 
infiniment  allongés,  les  expressions  de  l  deviennent  infiniment  grandes 
ce  qui  montre  que,  si  petite  que  soit  la  tension  superficielle,  les 
figures  infiniment  minces  ou  infiniment  allongées  sont  impossibles 
comme  figures  d'équilibre.  Ce  résultat  est  tout  à  fait  évident,  car 
pour  ces  figures  la  courbure  moyenne  devient  infiniment  grande  en 
certains  points  et,  si  petite  que  soit  la  constante  de  la  tension  superfi- 
cielle, la  pression  capillaire  peut  devenir  aussi  grande  que  l'on 
voudra. 

m"  Ellipsoïde  de  révolution.  —  Pour  l'ellipsoïde  de  révolution  il 
faut  poser  R2=R3  dans  toutes  les  formules  précédentes.  De  cette 
manière  on  aura 

(R;  +  R2  )  -+-  (  K;  —  R?  )  cos^ 


R5[R24-(H2  —  IV-)  c  ss0p 

l=i:Rs\/R\  H-(R'|  —  R2)cos20, 

4(R§-R?)3 
9   2Rf  +  R|  ' 

M7N7=       -(R|—  R2)2(i  —  3cos25), 

s          \r.  RI  +  i6R2R2  4-ioR; 

'        '5            (K;-R;)2 

_R,S,       R7S,  _f(  P!-«2 

Ps- 

«i 

3              5         Jr     \.v-—a2 

a 

«i 

zh-,  i; 

/|7r(i)7AT 
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I  —  6  COS- 


v/R;  +(R^-R;)cos!( 


Ô=/R1R2A7|(R?-R?)2 

I  ~''>7  A., 


qui  est  un  petit  facteur  positif,  constant  sur  l'ellipsoïde.  On  voit  ainsi 
que  '(  est  positif,  autour  de  l'axe  de  rotation  et  négatif  autour  de 

l'équateur.  Posant  9  =  o  et  6  =  -  >  on  verra  que  sur  le  pôle 


r  -11 
■'~R„ 


et  sur  l'équateur 

Ri 


r  -  ° 


La  nouvelle   figure  restant  de  révolution   devient  moins  aplatie  : 
elle  se  rapproche  de  la  sphère. 
Le  rapport 

KP        a  R, 

croit  avec  l'aplatissement  de  l'ellipsoïde  et  devient  infiniment  grand 
lorsque  l'ellipsoïde  devient  infiniment  mince.  Il  est  facile  de  s'assurer 
que  pour  cette  figure  o  devient  infiniment  grand.  En  effet,  posant 

k  -  R1 

on  aura 

Ri(^-.)W'-.) 
(A-s  —  i6A-3+io/)o.t 

15  étant  un  facteur  numérique  et  <ï>  la  fonction  donnée  par  la  for- 
mule (34),  nulle  pour  /,  =  i ,  et  infinie  comme/.-,  pour  />  =  ».  On 
voil  ainsi  que  0  =  0  pour  la  sphère  {k  =  1)  et  devient,  infini  pour  les 
ellipsoïdes  infiniment  plats. 

Un  calcul  absolument  analogue  donne  les  mêmes  résultats  pour  un 
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cylindre  elliptique  :  sous  l'action  de  la  pression  capillaire,  un  cylindre 
elliptique  devient  moins  aplati. 

ii°  Conclusion.  ■  Nous  avons  vu  que,  quelle  que  soit  la  figure 
ellipsoïdale  d'équilibre  d'une  niasse  liquide  en  rotation,  la  pression 
capillaire  tend  à  l'arrondir.  Cela  tient  à  ce  que  la  pression  capillaire 
est  d'autant  plus  grande  que  les  parties  de  la  figure  sont  plus  sail- 
lantes. Par  conséquent,  il  est  très  probable  que  la  pression  capillaire 
produira  le  même  effet  sur  une  surface  quelconque  (non  ellipsoïdale) 
et  d'autre  part,  si  l'on  imagine  une  pression  non  capillaire,  mais  d'au- 
tant plus  grande  que  la  partie  de  la  figure  est  plus  saillante,  nous  pou- 
vons nous  attendre  à  ce  qu'elle  produise  le  même  effet,  c'est-à-dire 
qu'elle  tende  à  arrondir  la  surface.  Par  conséquent,  on  peut  s'attendre 
à  ce  qu'un  effet  semblable  soit  produit  par  une  membrane  élastique, 
tendue  à  la  surface  du  liquide  (ce  que  j'espère  démontrer  ultérieu- 
rement). 

Pour  faire  application  des  résultats  obtenus,  imaginons  une  planète 
à  l'état  encore  liquide.  Cette  planète  n'étant  pas  composée  d'un  liquide 

homogène,  affectera  une  figure  d'équilibre  non  ellipsoïdale  (comme  cela 
a  été  montré  par  M.  Hamy  dans  sa  thèse  de  doctorat).  La  planète  en 
se  refroidissant  formera  à  sa  surface  une  croûte  plus  ou  moins  épaisse. 
Cette  croûte,  avant  de  se  solidifier  complètement,  et  même  solide, 
restera  dans  un  état  plus  ou  moins  élastique  et  présentera  une  sorte  de 
membrane  élastique  tendue  à  la  surface  de  la  planète.  Comme  nous 
l'avons  vu,  une  pareille  membrane  tendra  à  arrondir  notre  planète. 
Et  je  me  demande  :  ne  pourrions-nous  pas  y  voir  une  des  causes  qui 
font  que  toutes  les  planètes  sont  moins  aplaties  qu'elles  ne  le  devraient 
être  d'après  les  formules  relatives  à  une  masse  liquide  homogène  et 
sans  pression  capillaire? 
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TROISIEME  PARTIE. 


Figures  d'équilibre  d'une  niasse  liquide  en  rotation 
sous  l'action  des   seules  forces  capillaires. 

i°  Enoncé  du  problème.  —  Imaginons  une  masse  liquide  soumise 
uniquement  à  des  forces  capillaires,  qui  tourne  autour  d'un  axe  fixe 
(que  nous  prenons  pour  axe  OZ)  avec  une  vitesse  angulaire  cons- 
tante eu,  et  cherchons  les  figures  d'équilibre  que  pourra  affecter  cette 
masse. 

Les  seules  forces  agissant  sur  les  éléments  déniasse  de  notre  liquide 
sont  les  forces  centrifuges,  dont  le  potentiel  est,  en  appelant  p  la  den- 
sité, 

Quant  aux  forces  capillaires,  elles  ne  donneront  qu'une  pression 
superficielle,  proportionnelle  à  la  courbure  moyenne  de  la  surface  et 
qui  a,  par  conséquent,  l'expression  suivante 

/étant  la  tension  superficielle  et  R,  R'  les  rayons  principaux  de  cour- 
bure de  la  surface.  Ceci  posé,  nous  voyons  que  dans  notre  cas  les 
conditions  d'équilibre  sont  : 
\  l'intérieur  du  liquide, 

à  la  surface  libre, 
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p  étant  la  pression  clans  le  sens  ordinaire  du  mot,  K  une  constante 
et  H  la  pression  extérieure  constante. 

Si  nous  écrivons  la  dernière  condition  sous  la  forme 


i         1 


(2)  ïï  +  S7  =  fl(^2-i-72)+6. 

en  posant 

po)2  ,        K  —  H 

a  =  i— -,  b=  -— , 

2/  / 

nous  aurons  une  équation  différentielle  qui  déterminera  la  surface 
cherchée.  Le  problème  consiste  donc  dans  l'intégration  de  cette 
équation. 

Il  est  facile  de  remarquer,  d'après  la  formule  (1),  que  les  surfaces 
d'égale  pression  sont  des  cylindres  de  révolution  autour  de  l'axe  OZ. 
Par  conséquent,  les  surfaces  les  plus  réalisables  sont  celles  de  révo- 
lution. C'est  de  ces  surfaces  que  je  m'occuperai  au  cours  de  ce 
Mémoire. 

20  Résolution  du  problème.  —  Comme  la  surface  est  de  révolution 
il  nous  suffira,  pour  la  connaître,  de  trouver  l'équation  de  sa  ligne 
méridienne. 

Posant 

/•2=^  +  j2, 

nous  chercherons  cette  équation  sous  la  forme 

=  =  /('•)• 

Nous  savons  que,  pour  des  surfaces  de  révolution,  un  des  rayons 
principaux  de  courbure  se  réduit  au  rayon  de  courbure  de  la  ligne 
méridienne  et  l'autre  à  la  longueur  de  la  normale,  tracée  jusqu'à  la 
rencontre  avec  l'axe  de  rotation.  Ainsi  l'équation  (2)  s'écrit 

.a                    .1 
- ;  + r  =  a'"1  ■+-  b. 


(i  +  z'-y       r(i  +  a")s 
Multipliant  par  rdr  et  remarquant  que 

-"r 


,1 
,/r 


"  1 

(1    :    .-."-•  )2J 


(i+-  (' 
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nous  intégrons  une  première  fois  et  obtenons 

rz'  aru        br- 


et  finalement 

(3) 


ai- 


br        c 


A 


—  » 


(i  +  z"-y- 


4  2  /■ 


c  étant  une  constante  d'intégration. 

Désignant  par  <p  l'angle  entre  la  tangente  et  l'axe  Or,  nous  aurons 


(4)  tang<p=^s'  = 


\/i6r2  —  {ari -+-  air!+  4c)2 


(  5  )  sin  w  =  7  =  —7 1 1 —  =  -. —  (  ar*  -+-  i  br'1  -+-  A  <-■  ) . 

(,  +  ,/!)»  4  2/,/ 

On  voit  que  r  ne  peut  varier  qu'entre  certaines  limites.  De  plus,  si 
la  constante  c  n'est  pas  nulle,  r  ne  peut  jamais  s'annuler,  ce  qui 
prouve  que  dans  ce  cas  la  ligne  méridienne  ne  rencontre  pas  l'axe  de 
rotation.  La  surface  n'est  pas  fermée,  ou  est  engendrée  par  la  rotation 
d'un  contour  fermé.  Si,  au  contraire,  c  =  o,  r  peut  s'annuler,  la  sur- 
face coupe  l'axe  de  rotation  et  le  coupe  normalement,  car  d'après  (5  ) 
sinç>  =  o  pour  c  =  o  et  /•  =  o. 

Enfin,  l'intégration  de  l'équation  (2)  s'achève  par  une  quadrature 
et  la  valeur  de  z  est  donnée  par  l'intégrale  définie 

J,.t    y/  it>/-- —  ((//'-)-  2  br-  -t-  4c) 

Comme  le  second  membre  de  ((5)  dépend  des  intégrales  hyperellip- 
tiques,  nous  analyserons  la  courbe  d'après  l'équation  différentielle 
elle-même.  Posant  pour  abréger  l'écriture 


u  étant  une   nouvelle  variable,   forcément  positive,  la   formule  (6) 

s'écrira 


(7) 


Jf  ou"  4-  •>  bu  -+-  Z)  C  du 

„    \/i6u  —  (««--)-  2  6m  -+-  f\c)  2y/« 
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Considérons  maintenant  les  différents  cas  qui  peuvent  se  présenter 
suivant  la  valeur  de  la  quantité  b'1  —  l\ac. 

3°  Premier  cas  :   b2  —  4«c<o.  —  Dans  ce  cas,  le  trinôme  du 

numérateur 

au2  +  2 bu  -t-  t\c 

reste  toujours  positif.  Désignant  la  fonction  sous  le  radical  par  /  (u) 
f(u)  =  i6«  —  (au2 -h  2 bu  -f-  l\  c)2, 

on  voit  facilement  que  cette  fonction  a  deux  et  seulement  deux  racines 
réelles  et  positives,  à  condition  que  l'on  ait 

i  —  bc  >  o. 

Soient  u,  et  u2  ces  racines  et  rt  et  r2  les  valeurs  de  r  leur  corres- 
pondant. Alors,  pour  r,  <Cr<Cr2i  /"(")  sera  positive  et  z  sera 
réel.  En  dehors  de  cet  intervalle,  z  devient  imaginaire. 

Ainsi  rt  et  y.  sont  les  limites  entre  lesquelles  /■  varie. 

Si  au  contraire  i  —  bc<^o,  f(u)  sera  toujours  négative  et  nous 
n'aurons  aucune  branche  réelle  de  la  ligne  cherchée.  La  surface 
n'existe  pas. 

Supposons  donc  que  les  conditions 

b2  —  4«c<o         et  i — bc  >  o 

soient  vérifiées  et  considérons  la  forme  de  la  courbe.  Il  est  évident 
que  notre  courbe  doit  être  comprise  entre  deux  droites  parallèles  à 
l'axe  OZ 

\\'(/       /•,)         et         BB'(/-  =  /j)- 

Si  nous  prenons  dans  la  formule  (6)  /■„  =  /',,  nous  devons  com- 
mencer  la  courbe  par  le  point  A  dont  les  coordonnées  sont  r=rt, 
z  =  o. 

Pour  étudier  la  branche  supérieure  de  la  courbe,  prenons  devant 
le  radical  le  signe  -+-. 

Au  point  initial,  la  tangente  est  verticale.  Lorsque  r  croît  de  r, 
à  r.,,  z  est  croissante  et  reste  finie.  Comme  tangcp  ne  s'annule  pas 
entrer,  et/-.,,  la  tangente  ne  devient  jamais  horizontale.   Il  est  facile 
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de  voir  que  tangs,  qui  est  infinie  au  point  A,  commence  à  décroître, 
atteint  son  minimum  au  point  d'inflexion  i,  et  croît  ensuite  jusqu'au 
point  r  =  r2,  où  elle  redevient  infinie. 

Désignons  le  point  correspondant  de  la  courbe  par  la  lettre  B  et 


Fia 


l        A 
1 

i 

6 

i 

JB 

i 

0 

i 

IB' 

l'ordonnée  de  ce  point  par  OC.  Après  B,  /■  ne  peut  pas  croître,  donc  il 
doit  diminuer,  et,  si  nous  voulons  suivre  la  courbe,  nous  devons 
changer  le  signe  devant  le  radical,  pour  ne  pas  revenir  sur  nos  pas. 
Par  conséquent,  nous  devons  maintenant  prendre  C  pour  origine  et 
poser 

«/•4+  ibr--\-  4  c 


-i 


—  Ji&i 


■  (ari  -+-  ibr'1-^-  4c)2 


:  <lr. 


Alors  z  croîtra  et  nous  aurons  la  portion  suivante  de  notre 
courbe  (BA').  Evidemment  la  tangente  sera  de  nouveau  verticale  au 
point  A'  et  nous  pourrons  continuer  indéfiniment  notre  construction. 
iNous  obtenons  ainsi  une  ligne  analogue  à  l'onduloïde  de  Plateau.  On 
voit  facilement  que  cette  courbe  est  symétrique  par  rapport  aux  per- 
pendiculaires abaissées  des  points  A,  B,  A', ...  sur  l'axe  de  rotation. 

Si  la  fonction/aune  racine  double,  r,  =  r2,  les  lignes  AA' et  BB' 
coïncident;  l'onduloïde  devient  une  droite  et  la  surface  en  question 
devient  un  cylindre  de  révolution.  On  verra  plus  loin  que  cela  aura 
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lieu  si  la  condition  suivante  est  vérifiée  : 
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ou  1  on  pose 


4  e(Â'2-H  i8«6)  —  (26--+-  27  «)  =  o, 
/.  =  b2  —  4«c 


4°  Deuxième  cas  :  l>-  —  /\ac  =  o.  —  Etudions  maintenant  le  cas  où 
le  numérateur 

<//'■+  ibr--\-  4  c 

a  une  racine  double,  ce  qui  s'exprime  par  la  condition 

/>•  —  4  oc  =  o. 
Désignant  par  /•'  cette  racine  double,  nous  aurons 


Ensuite,  pour  que  /•'  soit  réelle,  il  faut  avoir  h  <  o.  Si  h  >  o,  la  fonc- 
tion a(r-  —  r'-)  ne  s'annule  pas  pour  o  <  rj<  =c  et  nous  tombons  sur 


Fis.  6. 


z 

. 

A 

)b 

0 

r, 

l      k 

:T\>r 

le  cas  précédent.  Supposons  donc  que  la  condition  A<o  soit  vérifiée. 
On  verra  facilement  que,  dans  ce  cas,  /(«)  aura  deux  racines  entre 
o  et  00  et  que  la  racine  r'  du  numérateur  se  trouvera  entre  les  racines 
r,  et  r2  du  dénominateur. 

Construisons  maintenant  notre  courbe.  Elle  sera  comprise,  comme 
la  précédente,  entre  deux  droites  parallèles  à  l'axe  OZ  et  définies 
par  r  =  r,  et  r~  r2. 
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Commençons  la  ligne  par  le  point  A  (/•  =  /',;-  =  o)  où  la  tangente 
est  verticale,  et  prenons  devant  le  radical  le  signe  +.  Dans  ces  condi- 
tions, z  croîtra  de  r=  /•,  à  ;•  =  r.,\  mais  au  point  r=  /•',  qui  est  en 
même  temps  le  point  d'inflexion,  la  tangente  devient  horizontale. 
Nous  trouvons  ainsi  une  ligne,  toujours  analogue  à  Tondu loïde  de 
Plateau,  avec  la  seule  différence  que  la  tangente  au  point  d'inflexion 
sera  horizontale. 

Notons  encore  que  cette  ligne  ne  peut  pas  se  transformer  en  une 
droite,  car  /  ne  peut  pas  avoir  une  racine  double  qui,  forcément, 
serait  égale  à  r'. 

5°  Troisième  cas  :  b'- —  4<zc>>o.  —  Considérons  maintenant  le 
cas  où  le  numérateur  a  deux  racines  distinctes,  ce  qui  aura  lieu 
pour  b- — f\ac~^>  o. 

Désignons  ces  racines  par  u'  =  r'-  et  m"=  r"- .  Si  c  <o,  ces  racines 
sont  de  signes  différents  et  le  numérateur  s'annule  une  seule  fois 
entre  r  =  o  et  /■  =  co.  Si  c  ]>  o,  les  racines  sont  de  même  signe  ;  mais, 
pour  que  ce  signe  soit  positif,  il  faut  avoir  b  <  o. 

Supposons  d'abord  que  les  conditions 

fe2—  4«c>o,         b  <  o,        c>o 

soient  vérifiées.  Appelant,  comme  d'habitude, 

f(u)  =  i6«  —  (au2  -h  2  bu  -+-  4c)2, 
nous  aurons 

/'(  u)  =  16  —  4  (au1  ■+■  2  bu  -+-  4c)  (au  -+-  b), 
f"(u)  =  —  4  a(au2-h  2  bu  -+-  4  c)  —  S  (au  -+-  b)-, 
/*(«)=— 24a(d«+  b). 

Faisons  le  Tableau 


/'(u)     >o      16  >o 

./    (u)      <0         <0 
/•(«)     >o        >0 


b 

b 
a 

u'  4-  u" 

a 

2 

a          )      9a2 

■  5 

ac)1     ■ 

—  16, 

ab 

à1 

0 
6  —  -  ac(b2 —  Sac) 

■ 

6>o 

0 

>o 

>o 

0 
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/(„)            l6(_^  +  «)-^(62-5«c)=  i6«">o            <o 

f'(,t)                          16  +  ^a(&2— 5ac)  i6>o               <o 

/"(/<)                                          o  <o                  <o 

où  l'on  pose 
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et  où  l'on  suppose 


Jb°-  —  1  ac 
:==  V        3^~ 


62 —  5af  >  o. 


Nous  voyons  que  f(u)  peut  avoir  au  plus  quatre  racines  et  qu'elle  en 
a  au  moins  deux  :  une  entre  o  et  u'  et  l'autre  entre  «"et  =0.  Quant  aux 
deux  autres,  elles  ne  peuvent  exister  qu'entre  u'  et  u". 

Remarquant  que  /(.«)  a  son  maximum  en  (  —  -  +  *)  et  son 
minimum  en  (  —  -  -  a  Y  nous  voyons  qu'elle  ne  peut  avoir  ses  deux 
racines  (en  plus  de  celle  qui  est  entre  u"  et  ao)  que  dans  l'inter- 
valle (u' ... )  »  et  cela  à  condition  que 

■  fi  —  -a(/>2— 5rtc)<o  ou  bt>5ac+~- 


6 


Désignant  ces  racines  par  (i  et  y  U'<P<T<-  -)'  Q0US  voyons 
ipie,  pour  «  =  P,  la  fonction  /(")  a  son  maximum,  et  pour  «  =  y 
son  minimum.  Par  conséquent,  /(a)  aura  une  racine  double  pour 
une  certaine  valeur  de  b  et  ensuite  deux  racines  distinctes  :  l'une 
entre  (3  et  y,  et  l'autre  entre  y  et  —  -• 

En  résumé  nous  voyons  que,  pour  lr  —  \ac  =  o,  le  numérateur  a 
une  seule  racine  et  le  dénominateur  en  a  deux  (les  deux  extrêmes  r, 
et  /•,).  Pour  les  valeurs  positives,  mais  assez  petites  deèa—  \ac,  le 
numérateur  a  déjà  deux  racines  /-'et  r",  mais  le  dénominateur  en  a 
toujours  deux  (r.,  cl  /\  )  réparties  de  la  manière  suivante  : 

o< /-,  <  r' < /•"  < /-4  <  ce. 
Journ.  de  Math,  (f  série),  tome  II.  —  Fasc.  I,  tgi6. 
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Enfin  pour  a  assez  grand  ou,  autrement,  pour  b  assez  petit,  le  déno- 
minateur/"^) aura  une  racine  double  et  ensuite  deux  racines  dis- 
tinctes qui  seront  situées  entre  r'et  r".  Pour  trouver  la  condition  que 
doivent  vérifier  a  et  b  pour  que  f(u)  ait  une  racine  double,  cher- 
chons la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  /(«)  et  /'(") 
aient  une  racine  commune.  Dans  ce  but,  cherchons  leur  commun 
diviseur  par  la  méthode  des  divisions  successives  et  égalons  à  zéro  le 
dernier  reste.  Le  dernier  quotient,  qui  sera  justement  le  commun 
diviseur,  nous  donnera  la  racine  double.  Effectuant  l'opération,  on 
trouve  que  le  dernier  quotient  est 

—  A2  /.  k3+b*k*+Mabk  +  io8a* 

(8)  .*„,,./■   ,   -^    Â" 


i6a(bA " -t-  9a)  \  «W,  +9«! 

et  que  le  dernier  reste  est 

(4ac£  —  3ab)(k3-h  W-h  Mabk  -+-  toSa)       4(6  —  ck) 

(abk  -+-  ga-y-  a 

Par  conséquent,  la  condition  cherchée  est 

(4cÀ--t-3  6)  {k3  +  b*k*+  33abk  +  io8a2)  -+-4(6  —  ck)  (bk  -+-  9«)2=  o. 

Toutes  simplifications  faites,  elle  devient 

(9)  4c(A2+  iSab)  —  (2b3 -h  2- a)  =0, 

ou  autrement 

4cA-2+3-r/_         !\c(cia-a- — lac)1  -+-  27  a 


b 


64  ac  —  2  k  68  ac  —  6  a-  a- 


où  nous  posons  comme  avant 

,       ,  „      ,  /b-  —  2  ac 

k  =  b—hac,  „.  =  \/—^^. 

La   condition   (9)  étant  reniplie,  la   fonction  f(u)   a  une  racine 
double,  que  nous  obtenons  en  égalant  à  zéro  l'expression  (8). 
Si  enfin  la  vitesse  augmente  encore,  nous  aurons 

4 c* -h  27 « 
64  ac  —  2  k 
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et  la  fonction  f(u)  aura  toutes  ses  quatre  racines  :  une  (/-,)  entre  o 
et  /•',  deux  (/:,  et  r3)  entre  r'  et  r",  et  une  (r,)  entre  r"  et  oc. 

Ktudions  maintenant  la  courbure  de  notre  courbe.  Comme  nous 
avons 

dz  a/'4  -f-  a  br'2  -+-  4  c 

d? 


nous  aurons 


d*z 
dF 


±  ^/i6/'2 —  (ar'-h  ibr'--\-  4  c)2 

^_         j6r(3ari-\-  ibr'1 — 4  c) 

1' 
[i6/-2—  {ar*  ■+-  ■2br-+  l\ac)2]- 


Quant  au  choix  du  signe,  nous  devons  prendre  le  même  signe  dans 
les  deux  formules.  Ainsi,  pour  la  branche  ascendante  de  la  courbe,  la 
courbure  sera 


(.o) 


Ecrivant 


i 
K 


_  3«/-4+  2bri — 4c  _  3au2+  ibu  —  4c 
4  r1  4  a 


4r*(r*-t-^-(r'— /■")(,•'  -r"*)l 


4''2 


et  remarquant  que  le  trinôme  3ar'-+-  i/i/-  —  L\c  a  poure>o  toujours 
deux  racines  réelles  mais  de  signes  contraires,  nous  voyons  que  la 
courbe  ne  peut  avoir  qu'un  point  d'inflexion  et  que,  si  elle  l'a,  il  se 
trouve  nécessairement  entre  /■'  et  r". 


Fig.  7. 


2 

1 

,N — <*-^ 

vY  r      > 

%  , 

0 

1          1 

Maintenant,  nous  pouvons  construire  la  ligne  méridienne.  Suppo- 
sons d'abord  que  1r  —  !\ac  soit  assez  petit  pour  que  /(")  n'ait  que 
deux  racines  extrêmes  ra  et  /',.  Partons  comme  toujours  du  point  A 
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o),  où  la  tangente  est  verticale,  et  prenons  devant  le 


radical  le  signe  +.  A  partir  de  ce  point  z  croît  jusqu'à  r=  /■',  où  la 
tangente  devient  horizontale  et  où  z  a  son  maximum.  A  partir  de  ce 

point  -^  change  de  signe,  z  décroît  jusqu'au  point  /•  =  /■",  où  la  tan- 
gente est  de  nouveau  horizontale  et  où  z  a  son  minimum.  Dans  ce 
point  (j'  =  r"),  -^change  encore  une  fois  de  signe  et  z  croît  jus- 
qu'à r  =  /-4,  où  la  tangente  devient  verticale.  Ensuite  faisons  dé- 
croître ;•  de  rA  à  /•,  et,  pour  ne  pas  retourner  sur  nos  pas,  changeons 
le  signe  devant  le  radical.  Alors  z  croîtra  de  rt  à  r",  où  il  aura  son 
maximum,  puis  il  décroîtra  de  r"  à  r',  où  il  aura  son  minimum.  Enfin, 
il  croîtra  de  r'  à  r,,  où  la  tangente  sera  de  nouveau  verticale.  Là  nous 
changeons  de  nouveau  le  signe  devant  le  radical  et  répétons  indéfi- 
niment le  même  raisonnement.  La  figure  7  représente  la  ligne  en 
question. 

Si  h  décroît,  le  minimum  en  a  et  le  maximum  en  [i  s'accentuent, 
et,  pour  une  certaine  valeur  de  b,  notre  courbe  a  pour  /•  =  r'un  point 
double  avec  une  seule  tangente  horizontale  (Jïg.8).  Ensuite,  le 
minimum  en  a  devient  plus  petit  que  le  maximum  en  (3  et  les  deux 
branches  de  la   courbe  se  coupent  et  donnent  deux  points  doubles 


Fie.  8. 


Fie 


avec  deux  tangentes  symétriques  par  rapport  à  l'horizontale  (//»'.  9). 
Ensuite,  lorsqu'on  aura 

o  — —  71 r» 

64  ac  —  2  k 

f(u)   aura   une   racine   double.   La    tangente   sera  verticale  en  ce 
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point  et  la  courbe  prendra    la    forme  suivante  représentée  sur  la 
figure  10. 

Et  enfin,  si  b  diminue  encore,  f{u)  aura  toutes  ses  quatre  racines 
et  la  courbe  ne  sera  plus  d'un  seul  tenant.  Entre  /\  et  r3  f(u)  sera 


Fi?.  10. 


I-- 


rçnr  jr-    M 


négative,  par  conséquent  z  sera  imaginaire  et  la  courbe  sera  composée 
de  deux  parties  distinctes  (  fig.  1 1). 

La  racine  de  -j-  tombe  entre  r2  et  r:t  et  la  courbe  n'a  pas  de  points 
d'inflexion. 

6°  Cas  de  c<o.  —  Supposons  maintenant  c<o.  Dans  ce  cas, 
dans  l'expression  de  z, 


•=r 


a/^-h  2  br"-->r  l\C 


:  \J  1 6 r"  —  ( ar* -t-  ibf1  -+-  4 c ) 


rfr, 


le  numérateur  a  toujours  une  et  unique  racine  positive  /■'  comprise 
entre  deux  racines  du  dénominateur  r,  et  r2. 

La  formule  (10)  nous  montre  encore  que  la  courbe  peut  avoir  deux 
points  d'inflexion  si  b  <  o  et  n'en  a  pas  du  tout  pour  b>o.  Nous  pou- 
vons remarquer  encore  que  si  la  courbe  a  des  points  d'inflexion,  les 
abscisses  de  ces  points  sont  plus  petites  que  /'.  En  effet,  les  abscisses 
des  points  d'inflexion  sont 


tandis  que 


3a  -y  \  3a  )  ^  3a 
a       y    \aj         a 
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Pour  b^>  o,  f'"(u)  n'a  pas  de  racines,  par  conséquent  f(u)  a  au 
plus  trois  racines  et,  comme  elle  doit  en  avoir  un  nombre  pair,  elle  en 
a  exactement  deux  :  /',  et  r.. 

Quant  au  numérateur  av'  -+-  ibr'1  +  4c,  il  a  une  et  une  seule  racine 

réelle  et  positive,  qui  se  trouve  entre  r,  et  r4.  Désignant  cette  racine 

par  r',  nous  voyons  que  pour  r  <  r'  le  numérateur  est  négatif  et  que, 

si  nous  voulons  commencer  par  le  point  A  (/•  =  /-,;;  =  o)  et  avoir  r 

croissant,  nous  devons  prendre  devant  le  radical  le  signe   — .  Nous 

devons  prendre  le  même  signe  dans  la  formule  (10)  et  écrire  pour  la 

courbure 

i  3a/-4+2/^-2— 4c 

K  ~~  472 

On  voit  ainsi  que  la  ligne  n'a  pas  de  point  d'inflexion,  mais  que  la 
valeur  absolue  de  la  courbure  a  un  maximum  pour  r  vérifiant  l'équa- 
tion 

(11)  3ar''  -h  [\c  =  o. 

Pour  b<C°,  ce  minimum  peut  devenir  un  point  de  courbure  nulle 

Fig.   12. 


i 

1          '               \ 

0 

r,kjn__^A 

n        "' 

pour  b2  -\-  12  ac  =  o,  et  enfin  il  peut  produire  deux  points  d'inflexion 
dont  les  abscisses,  comme  nous  l'avons  vu,  sont  toujours  plus  petites 
que  r' . 

Par   conséquent,   pour  a  assez  petit,   la   courbure   sera    toujours 
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décroissante  (en  valeur  absolue)  lorsque  r  variera  de  r,  à  rA  et  nous 
aurons  la  courbe  analogue  au  nodoide  de  Plateau  {fig.  12). 

Pour  a  suffisamment  grand,    la  racine   de  l'équation  (11)  peut 
entrer  dans  l'intervalle  (/',  . .  .r,,)  et  passer  successivement  par  toutes 


Fie.  i3. 


Fig.   i4- 


i 

1 
A 

-J\ 

0 

r, 

V        r 

rj        >r 

les  valeurs  de  rA  à  r,.  La  courbure  de  la  courbe  aura  alors  un 
minimum  entre  /•,  et  /*,,  et  enfin,  lorsque  la  racine  de  (11)  deviendra 
plus  petite  que  rn  la  courbure  de  la  courbe  sera  croissante  dans  tout 


Fie.  .5. 


Fig.  16. 


r 
1 

0 

r, 

V      n 

r,rjrj(     ' 

l'intervalle  (/•,.••'",)•  La  courbe  affectera  la  figure  i/|  en   passant, 
selon  toute Jla  probabilité,  par  la  figure  i3. 
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Si  encore,  pendant  que  la  racine  de  (11)  se  trouve  dans  l'inter- 
valle (/■,... /•,),  la  condition  b2  -+-  12  ac  ^>  o  est  vérifiée  et  la  fonc- 
tion f(u)  a  une  racine  double,  la  conrbe  subira  les  transformations 

suivantes  (fig-  i5  et  iG). 

Fis.  n. 


Et  enfin,  lorsque  f(u)  aura  toutes  ces  quatre  racines,  la  courbe 
donnera  naissance  à  un  anneau  {fig.  17). 

70  Les  surfaces  fermées.   —  Un  cas  tout  particulier  se  présente 
lorsque  nous  avons  c  =  o. 

Dans  ce  cas,  les  formules  (5)  et  (G)  deviennent 


(12) 


ar3        br 

4         2 


__/"       (ar3+vbr)dr  iÇ'         („u 

. "  ~~J0    \/i6  —  (ar3-h2br)-  ~  2  J0     ^16—  a 


(au  -\-  i/>)  du 


(au  -t-  2  6)' 

Nous  avons  déjà  vu  que  dans  ces  conditions  r  peut  s'annuler,  la  surface 
peut  couper  l'axe  de  rotation  et,  si  elle  le  coupe,  elle  le  coupe  norma- 
lement. 

Les  résultats  sont  différents  suivant  que  nous  aurons 

b  >  o         ou  b  <  o. 


(S"  (  'as  de  f>^>  o.  —  Dans  ce  cas,  le  numérateur  de  la  formule  (i3) 
ne  s'annule  que  pour  r=o  et  le  dénominateur  a  une  seule  racine 
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réelle  et  positive  que  nous  désignerons  par  /•, .  Comme  le  dénominateur 
n'est  réel  que  pour  o  "S r  5  r, ,  toute  la  courbe  sera  comprise  entre  l'axe 
de  rotation  et  la  droite  r  =  r, . 

Cela  posé,  la  courbe  qui  est  du  genre  de  l'ellipse  est  facile  à  cons- 
truire. Si  nous  commençons  par  le  point  A(r  =  r,  ;  j  =  o),  et  si  nous 
prenons  le  signe  —  devant  le  radical,  nous  obtenons  la  partie  supé- 
rieure de  la  courbe  qui  coupe  l'axe  au  point  r  =  o,  z  =  z, . 

Partant  du  même  point,  mais  en  prenant  devantle  radical  le  signe  + 

Fig.  18. 


et  en  faisant  décroître/- de  r,  à  o,  nous  obtenons  la  partie  inférieure  de 
la  courbe  qui  coupe  l'axe  de  rotation  au  point  ^  =  s2.  11  est  facile  de 
voir  que  la  courbe  est  symétrique  par  rapport  à  l'axe  Or  et  que,  par 
conséquent,  z.,=  —  z,. 

Nous  pouvons  obtenir  une  infinité  de  courbes  identiques  à  la  pré- 
cédente et  se  touchant  mutuellement  sur  l'axe  de  rotation,  en  pre- 
nant pour  point  de  départ  les  points  zt  et  z.2  et  en  prenant  les  signes 
convenables  devant  le  radical.  En  faisant  tourner  ces  courbes,  nous 
aurons  une  infinité  de  surfaces  pareilles,  analogues  à  l'ellipsoïde  de 
révolution  et  se  touchant  mutuellement  sur  l'axe  de  rotation.  Si  nous 
considérons  une  masse  liquide  limitée,  nous  devons  prendre  une  de 
ces  surfaces. 


<)n  <  V/.v  de  b<^o.  —  Pour  b  <  o  le  numérateur  s'annule,  non  seule- 
ment pour  /=±  o,  mais  encore  pour 


V7, 


—  ib 


/ou/71,  de  Math.  (-"  sùrie),  tome  II.  —  Fasc.  I,   1916. 
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tandis  que  le  dénominateur  peut  avoir  une  ou  deux  racines  (dont  une 
double)  ou  enfin,  trois  racines  distinctes.  Il  est  facile  de  voir  que,  dans 
ce  dernier  cas,  les  trois  racines  sont  réparties  de  la  manière  suivante  : 


o  <  r\  <  ■ 


2  b 

3  a 


<>i< 


2b 


—  r'-<  r3<cc. 


La  formule  (9),  dans  laquelle  on  faite  =  o,  nous  donne  la  condition 

nécessaire   et   suffisante  pour  que  le  dénominateur  ait  une  racine 

double 

2b3-+-  27  a  =  o. 

Enfin,  pour 

2b3-h  27a  <  o, 

nous  aurons  les  trois  racines. 

Faisant  c  —  o,  dans  la  formule  (  1  o),  nous  aurons  l'expression  suivante 
pour  la  courbure  de  notre  courbe 


1 
R 


3ar2  +  26 
4 


Sur  l'axe  de  rotation  cette  courbure  se  réduit  à  -•  Par  conséquent 
pour  b^>o,  la  courbe  n'a  pas  de  point  d'inflexion,  pour  b  =  o,  la 


Fig-   19- 


Fig.  20. 
I 


-.0 


z, 


\^r 


courbure  sur  l'axe  devient  nulle  et  pour]'/;  <  o,  nous  aurons  un  point 
d'inflexion  pour  /•  =  i  /   ., "    et  le  changement  de  signe  de  la  courbure 

sur  l'axe  de  rotation.  Ainsi,  la  surface  est  convexe  pour  b  >  o,  et  a  des 
cavités  aux  pôles  pour  b  <  o  {fig.  19). 
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Lorsque  la  vitesse  croît,  ces  cavités  s'accentuent,  les  points  z,  et  z., 
se  rapprochent  et  à  un  certain  moment  se  touchent  au  point  O.  La 
courbe  y  aura  un  point  double  avec  une  seule  tangente  horizontale. 
Si  la  vitesse  augmente  encore,  les  cavités  s'approfondissent,  z{  devient 
négatif,  z3  positif,  le  point  double  se  déplace  à  droite.  Les  deux 
branches  de  la  courbe  qui  se  coupent  en  ce  point  auront  maintenant 
deux  tangentes  différentes  (fig.  20). 

Si  la  vitesse  augmente  encore  jusqu'à  ce  qu'on  ait  2b3  -h  27a  =  o, 
la  fonction  du  dénominateur  a  une  racine  double,  et  ce  point  double 
coïncidera  avec  le  point  d'inflexion.  Les  deux  tangentes  deviennent 
verticales  et  coïncident  {fig-  21  ). 

Enfin  pour  2&3 -h  270^0  le  dénominateur  aura  toutes  ses  trois 


Fig.  22. 


fepte 


•►r 


racines  r,,  t\,  r,.  Pour  construire  la  courbe,  il  suffit  de  remarquer  que 
pour  r,<r<V2,  z  devient  imaginaire  et  que,  par  conséquent,  la 
courbe  n'est  plus  d'un  seul  tenant.  Elle  est  composée  de  deux  parties 
distinctes  :  l'une  comprise  entre  o  et  /-,  et  l'autre  entre  j\  etr3.  Comme 
l'abscisse  du  point  d'inflexion  tombe  entre  /•,  et  ra,  la  courbe  n'a  pas 
de  point  d'inflexion.  Nous  la  traçons  en  tenant  compte  de  ce  que 
pour  /•  =  /',,  r  =  r.,  et  r=  r,  la  tangente  est  verticale  et  pour  r—  o 
et  r  =  r'  elle  est  horizontale  et  nous  obtenons  la  courbe  représentée 
sur  la  figure  22. 

La  surface  engendrée  par  la  rotation  de  cette  courbe  sera  composée 
d'un  corps  central  analogue  à  l'ellipsoïde  de  révolution  et  d'un  anneau 
autour. 


10"   Intégration   à    l'aide    des  fonctions:   elliptiques.    —    L'inté- 
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grale  fi3)  est  une  intégrale  elliptique  et  peut  être  ramenée  facilement 
à  la  forme  normale  de  Weiertrass  par  la  substitution  classique 

(/  —  m  y  -+-  n, 
où  l'on  pose 

a* 
46 

Posant  ensuite 

g,=  3a°  mn- -h  Sabmn  -\-l\lrm  = —  -^mb-, 

/b3 

£•,=     a'1  n3     -+-'\abn3    -\- !\b- n —  16= — 16 f-i 

\a 

nous  ramenons  notre  intégrale  à  la  forme  définitive 


am  y  -h  -b 

s=m  r         -       a        Hy 

2  J  v/A  v3—  «•,  y  —  g. 


sfky 

Enfin,  si  nous  prenons 

y=pv, 
nous  aurons 

m    CC                  2  ,\    ,              am-  „  m& 

a  =  —  /  (  ampv-h  ~  0  )  dv  = ce  H — ^— p  +  const., 

/•2=:  ?/  =  wnp  +  - — 
'  3a 

Ces  deux  formules  nous  permettent  de  calculer  r  et  z  en  fonctions 
uniformes  d'un  seul  paramètre  v  et  d'effectuer  ainsi  la  construction  de 
la  courbe. 

Si  nous  voulons  que  le  volume  reste  constant,  a  et  b  doivent  vérifier 
la  condition 


/      itr-  dz  -.=  —  /  (  ampv  -t-  ■%  b  )  I  mp 


4*\  ^ 

c  -(-  = —     rtf  =  const. 

Ofl/ 


Résumé.  —  Si  nous  faisons  a  =  o  dans  toutes  nos  formules,  nous 
aurons  les  figures  d'équilibre  statique  correspondant  à  cbacune  de 
nos  séries  des   figures   d'équilibre   relatif.  D'après   les    travaux  de 


figures  d'équilibre  d'une  masse  fluide  en  rotation. 

Plateau,  ces  figures  d'équilibre  statique  sont  :  la  sphère  (pour  c  =  o), 
le  nodoïde  (pour  6>o,  c<o),  le  cylindre  et  l'onduloïde  (pour£>o, 
c>o)  et  le  caténoïde  (pour  b  =  o,  c>o)(ce  dernier  ne  joue  aucun 
rôle  particulier).  Considérant  ces  figures  comme  figures  de  départ,  je 
crois  avoir  obtenu  les  résultats  suivants  : 

i°  La  sphère,  en  tournant  de  plus  en  plus  vite,  commence  à  s'aplatir, 
ensuite  pour  b  <  o,  il  se  forme  des  cavités  aux  pôles  qui,  en  s'accentuan  t 
se  rencontrent  et  forment  un  trou  le  long  de  l'axe.  La  figure  devient 
annulaire,  mais  comme  l'arête  ne  peut  pas  exister,  cet  anneau  change 
brusquement  de  forme  pour  affecter  la  figure  de  l'anneau  à  deux 
tangentes  verticales  {fig.  22).  Si  la  vitesse  croit  encore,  l'anneau  se 
modifie  en  s'élargissant  et  s'amincissanl. 

20  Un  nodoïde  se  transforme  d'abord  en  une  figure  analogue.  Pour 
la  vitesse  angulaire  assez  petite,  il  affecte  la  figure  12  et  si  la  vitesse 
croît,  passe  consécutivement  par  les  figures  i3  et  i/j,  et  même  peut 
passer  par  les  figures  i5,  iG  et  17  et  donner  naissance  à  un  anneau.  Il 
faut  distinguer  quelle  partie  de  la  surface  limitait  au  début  le  liquide. 
La  partie  convexe  du  nodoïde  se  transforme  en  la  partie  convexe  des 
figures  12,  i3,  14,  i5,  16  et  17  et  peut  donner  naissance  à  un  anneau.  La 
partie  concave  reste  concave.  Si  le  liquide  remplit  le  nœud,  il  y  reste 
et  définitivement  se  transforme  en  le  nœud  de  la  figure  il\  et  peut  enfin 
donner  naissance  à  un  anneau  libre. 

3°  Pour  le  cylindre,  il  est  clair  qu'il  est  une  figure  d'équilibre  pour 
n'importe  quelle  vitesse  si  la  somme  de  la  pression  extérieure  et  de  la 
pression  capillaire  est  suffisamment  grande. 

4°  Quant  à  l'onduloïde,  pour  une  vitesse  assez  petite,  la  figure 
conserve  son  genre  {fig.  5)  et  cela  jusqu'au  moment  où  />,  passant  par 
zéro,  devient  négatif  et  assez  petit  pour  avoir  lr  —  f[ac  =  0.  En  ce 
moment,  le  liquide  affecte  la  forme  de  la  figure  6.  Si  la  vitesse  croit 
toujours,  b  décroît  encore  et  le  liquide  affecte  les  formes  des  figures  7 
et  8.  Mais  ensuite  la  ligure  <)  devient  impossible,  car  la  partie  entre 
les  points  doubles  ne  peut  pas  être  remplie  de  liquide.  Alors  la  figure 
se  rompt  suivant  la  circonférence  tracée  par  le  point  double  et 
l'anneau  se  détache.  Une  fois  détaché  l'anneau  prend  immédiatement 
la  figure  de  l'anneau  libre  avec  c  =  o. 
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Quant  au  reste  du  liquide,  la  valeur  de  c  change  brusquement  pour 
lui,  il  prend  la  forme  de  la  figure  5  et  le  jeu  recommence. 

Ces  dernières  transformations  présentent  un  intérêt  tout  particulier, 
parce  qu'elles  représentent  le  cas  de  la  fameuse  expérience  de  Plateau, 
qui  devait  illustrer  l'hypothèse  de  Laplace  sur  la  formation  des  corps 
célestes. 

En  effet,  par  le  seul  fait  d'introduction  d'une  tige  métallique,  servant 
à  faire  tourner  la  sphère  d'huile,  Plateau  transforma  la  sphère  en  une 
partie  de  l'onduloïde. 

Par  conséquent,  l'anneau  qu'il  a  obtenu,  provenait,  non  pas  d'une 
sphère  libre,  mais  d'une  masse  liquide  indéfinie.  Une  sphère  libre  se 
serait  transformée  en  un  seul  anneau  sans  masse  centrale. 

Ainsi,  une  partie  des  résultats  que  j'ai  obtenus  se  trouve  déjà 
vérifiée  expérimentalement.  Quant  aux  autres  résultats,  j'espère  les 
vérifier  prochainement. 


SUH    LA    METHODE     D  APPKOXI MATION     D  HEItMITE. 
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Sur   la  méthode  d' approximation  d'Hcrmite; 


Par  G.   BUMBEUT. 


Exposé  du  travail. 

1.    Hermile  a   indiqué,  pour  l'approximation   d'un  nombre  irra- 
tionnel positif,  (a,  une  méthode  extrêmement  remarquable  ('). 
Il  considère  la  forme  quadratique  binaire  et  positive 


(0 


<p(X,  Y)  =  (X  —  uY)1+  **Y», 


où  A-  est  un  paramètre  positif.  Soient  X  =  a,  Y  =  c  les  valeurs 
entières,  non  nulles  à  la  fois,  de  X  et  Y,  qui  rendent  cp(X,  Y) 
minimum  :  il  est  clair,  puisque  w>o,  qu'on  a  le  droit  d'admettre 
que  a  et  c,  évidemment  premiers  entre  eux,  sont  tous  deux  positifs. 
D'autre  part,  on  sait  que  le  minimum,  o(a,  c),  est  au  plus  égal  au 
produit  de  la  racine  carrée  du  discriminant  de  tp  par  le  facteur  i  '.  y  3, 
c'est-à-dire  que 

(a 


cw)»-f-*!c'l-^=- 
-S/3 


Le  produit  des  deux  termes  qui  figurent  au  premier  membre  étant 
au  plus  égal  au  carré  de  la  moitié  du  second  membre,  on  en  déduit 


l'inégalité 


V- 


en   sorte  que   la  fraction   irréductible   a'.c    représente  w   avec  une 


(')  Journal  de  Crelte,  t.  M,  p.  kj5,  cl  Œuvres,  i.  I,  p.  168. 

Journ.  de  Matli.   (7*  scric),  lome  II.   —    Fasc.  II,   i<ii<>.  1  ' 
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approximation  au  moins  égale  à  l'.sj'àc1,  approximation  supérieure 
(à  cause  du  facteur  i  :  y'3)  à  celle  que  donnent  les  fractions  continues 
ordinaires. 

En  faisant  décroître  k  de  =c  à  o,  on  obtient  ainsi  une  suite  de  frac- 
tions irréductibles,  qui  tendent  vers  w,  et  Hermilc  montre  qu'elles 
possèdent  plusieurs  propriétés  des  fractions  continues. 

Le  but  du  présent  travail  est  l'étude  approfondie  de  cette  méthode 
d'approximation;  grâce  à  une  interprétation  géométrique  simple,  on 
résoudra  les  problèmes  suivants  : 

i°  Etant  données  deux  fractions  d'Hermile  consécutives,  trouver 
la  suivante,  c'est-à-dire  former  directement  la  suite  d'Hermite. 

2°  Reconnaître  si  une  fraction  donnée  appartient  à  cette  suite. 

3"  Etudier  la  liaison  entre  les  réduites  ordinaires  de  w  et  les 
fractions  d'Hermite. 

Nous  serons  également  conduits  à  un  développement  de  w,  ana- 
logue au  développement  en  fraction  continue,  et  dont  nous  exposc- 
rons  les  propriétés  principales. 

Interprétation  géométrique. 

2.  Elle  se  rattache  à  la  division  modulaire  classique  du  demi-plan 
analytique  (fig-  i),  en  triangles  ou  domaines,  dont  les  côtés  sont  des 
segments  de  droite,  ou  des  arcs  de  cercle,  normaux  à  l'axe  réel  Ox. 
On  l'obtient  en  partant  du  domaine  fondamental  ordinaire,  D0, 
dont  les  sommets  sont  ( —  i  -+-  i\ji)  '.  i,  soit  A;  (i  -+-  i y3)  :  i,  soit  1!  ; 
et   le   point  à   l'infini   sur  Oy;  ses  angles  sont  ->  ^  et  o.  On  prend 

ensuite  les  symétriques  (')  de  D„  par  rapport  à  ses  trois  côtés,  et 
ainsi  de  suite  pour  les  domaines  successivement  obtenus  :  chaque 
domaine  de  la  division  a,  sur  Oc  ou  à  l'infini,  un  sommet  d'angle  nul, 
que  nous  appellerons  pointe,  réservant  le  nom  de  sommets  à  ceux 

( ')  La  symétrique  d'une  figure  par  rappoi  i  à  une  circonférence  est  son  inverse 
quand  on  prend  pour  pôle  le  centre,  et  pour  puissance,  le  carré  du  rayon  de  la 
circonférence. 


sur  la   MKTiionr;    d  approximation    d  iikumite. 
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d'angle  ^-  Nous  dirons  que,  dans  un  domaine,  le  côié  opposé  à  la 

pointe  est  la  base,  et  que  les  côtés  aboutissant  à  la  pointe  sont  les 
côtés  du  domaine. 

Nous  désignerons  par  D,  le  domaine  OAB  (de  pointe  o)  adjacent 
à  Du  par  la  base. 

Fis.  ■. 


Nous  rappelons  ces  résultats  pour  mémoire  ;  nous  supposerons 
connues  les  propriétés  classiques  de  la  figure  modulaire  ('),  et  en 
particulier,  l'invariance  de  l'ensemble  de  celte  figure  vis-à-vis  de  toute 
substitution  modulaire. 

5.  Cela  posé,  la  forme  o  s'annule  pour  X  :  Y  =  w  ±  ih '  ;  le  point 
analytique  s  =  gj  +  ik,  situé  au-dessus  de  Ox,  est  ce  qu'on  nomme 
le  point  représentatif  de  o;  il  est  situé  sur  la  droite  x  =  eu,  marquée 
en  Irait  fort  sur  la  figure  i,  el,  lorsque  k  va  de  x>  à  O,  il  parcourt 
celle  droite,  en  allant  de  ce  au  point  eu  de  Ox. 

Dans  ce  mouvement,  il  traverse  des  domaines  modulaires  successifs 


(')  Dans  la  figure  i,  qui  représente  quelques  domaines  do  In  division  modu- 
laire, les  lignes  tracées  en  traits  plus  forts  n'appartiennent  pas  à  celle  division; 
leur  signification  sera  donnée  plus  loin  (ci-après,  n"  3,  pour  la  ligne  droite, 
cl  n05  6  et  9  pour  les  arc<  i. 
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en  nombre  infini,  car  on  sait  que  les  domaines  modulaires  deviennent 
infiniment  petits  dans  tous  les  sens,  à  l'approche  de  l'axe  Ox;  soit  D 
l'un  d'eux  :  on  transforme  D  en  D„  par  une  substitution  modulaire 

(2  )  z  =  —p j  (a,  b,  c,  d  entiers  el  ad  —  bc  =  1), 

c  ^  ~T~  et 

z  désignant  un  point  de  D  et  'C  son  transformé  dans  D0.  Par  la  substi- 
tution à  deux  variables  correspondante,  o(X.,  Y)  devient  la  forme 
équivalente  a(ax  ■+-  by,  ex  -f-  dy);  si  z,  point  de  D,  est  le  point 
représentatif  de  cp(X,  Y),  le  point  transformé  '(,  situé  dans  D0,  repré- 
sentera o  (ax  -+-  by,  ex  +  dy)  :  cette  dernière  forme,  en  vertu  d'une 
propriété  classique,  sera  donc  réduite,  dans  le  sens  de  Gauss. 

Or,  dans  une  réduite,  le  premier  coefficient,  celui  de  x2,  est  le 
minimum  de  la  forme  (pour  les  valeurs  entières,  non  nulles  à  la  fois, 
prises  par  les  variables);  le  minimum  de  la  réduite  est  donc  ç-  (a,  c), 
et  c'est  aussi  le  minimum  de  la  forme  équivalente  o(X,Y).En  d'autres 
termes,  le  minimum  de  o  (X,  Y)  s'obtient  pour  X  =  a,  Y  =  c. 

D'autre  part,  on  voit  dans  (2)  que,  pour  z  =  a  ;  e,  on  a  Ç  =  co  • 
sous  une  autre  forme,  le  point  a'.c  de  Ox  correspond,  par  (2),  à  la 
pointe  de  D0  :  c'est  donc  la  pointe  de  D. 

Dès  lors,  la  méthode  d'IIermite  consistant  à  prend ic  a'.c  pour 
valeur  approchée  de  w,  on  peut  en  donner  l'interprétation  géomé- 
trique suivante  : 

Un  point  mobile  parcourt  la  droite  x  =  co,  en  partant  de  ~r~  et  ense 
dirigeant  vers  le  point  co  de  Ox,  dans  le  demi-plan  supérieur  :  on 
prend,  pour  approcher  de  co,  les  abscisses,  a  :  c,  des  pointes  des 
domaines  modulaires  que  traverse  successivement  le  point  mobile. 

On  a  ainsi  un  procédé  géométrique  sûr  pour  obtenir,  dans  leur 
ordre,  les  fractions  successives  d'Hcrmitc,  et  l'on  voit  de  suite,  par  la 
représentation  précédente,  que  ces  fractions  ont  co  pour  limite. 

Remarque.  —  Si  co  est  irrationnel,  je  dis  que  la  droite  x=  co  ne 
contient  aucun  sommet  de  domaine  modulaire  :  car  un  tel  sommet, 
transformé  par  une  substitution  modulaire  du  sommet  \i  de  D, ,  a, 
comme  on  le  reconnaît  de  suite,  une  abscisse  rationnelle. 
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Dès  lors,  quand  le  point  mobile  passe  d'un  domaine  à  un  autre,  il 
le  fait  en  traversant  une  frontière  (base  ou  côté)  commune  à  ces  deux 
domaines,  et  jamais  en  franchissant  un  sommet. 

Formation  de  la  suite  d'Hermite. 

4.  Il  est  clair  {fig.  i)  que  le  premier  domaine  traversé  par  la 
droite  x  —  co  a  pour  pointe  le  point  à  l'infini,  c'est-à-dire  i  :  o,  et  le 
second  le  point  0o  :  i,  en  désignant  par  0o  l'entier  (positif  ou  nul)  le 
plus  voisin  de  co. 

Donc,  pour  obtenir  la  suite  d'Hermite,  il  suffira  de  savoir  résoudre 
ce  problème  : 

Soie/il  pn;  qa  et  p  \  q  deux  fractions  (irréductibles}  successives 
de  la  suite  d'Hermite;  trouver  la  suivante,  P  :  Q. 

D'après  le  n°  I,  co  étant  positif,  on  peut  supposer  tous  les  p0,  p, 
P,  •••,  *7o.  fh  Q)  •••  positifs. 

o.  Soient  d  le  dernier  domaine,  d'  le  premier  domaine,  de 
pointe  p  ;  q,  que  traverse  la  droite  x  =  co,  parcourue  de  co  à  co.  Il  est 
clair  qu'elle  sort  de  d  parla  base  :  car,  autrement,  le  domaine  dans 
lequel  elle  pénétrerait  en  quittant  d  serait  adjacent  à  d  le  long'  d'un 
côté,  donc  aurait  même  pointe,  /;  :  q,  que  d.  De  môme,  la  droite  entre 
dans  d'  par  la  base. 

Il  suit  de  là  que,  au  sortir  de  d,  la  droite  pénètre  dans  un  do- 
maine, D,  qui  est  adjacent  à  d  par  la  base  ;  d'ailleurs,  en  vertu  des 
définitions  ci-dessus,  la  pointe  de  D  est  V  '.  O. 

Effectuons  alors  la  substitution  modulaire  (:>.)  qui  transforme  d 
en  D0  ;  elle  transforme  I)  en  le  domaine  adjacent  à  l)tl  par  la  base, 
c'est-à-dire  en  D,.  Donc,  aux  points  z=p'.q  cl  s  =  P:Q,  pointes 
de  d  et  I),  elle  fait  correspondre  respectivement  'Q  =  co  et  £  =  o, 
pointes  de  D0  et  D,,  c'est-à-dire  qu'on  a 

(i  -=£        et         -,  =  ri- 

C  '/  il  y 

Comme,  en  vertu  de  ad  —  bc  =  i,  a  et  c,  ainsi  que  b  el  il.  sonl 
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premiers  entre  eux  et  qu'il  en  est  de  même  de  p  et  q,  P  et  Q,  on  a 
nécessairement 

n-ElP,  b=:c.2V 

,  r.  (£t,  e,  =  ±i); 

C=  £,'/.  a  =  £.2\) 

d'où  Ton  conclut 

(4)  PQ-çP  =  Elei=z'        (£'  —  ±i). 
On  aurait  de  même 

(5)  p<jo—qp0=<}        (ï]=±i). 

L'équation  (5)  exprime  une  importante  propriété  de  la  suite 
d'Hermite,  établie  par  Hermite  d'une  manière  toute  différente  ('). 

(>.  Observons  maintenant  que  les  sommets  des  domaines  modu- 
laires de  pointe  =o  sont  tous  situés  (fig.  i)  sur  la  droite  AB,  d'équa- 
tion y  =  y  3  :  2;  on  en  conclut  aisément  que  les  sommets  des  domaines 
modulaires  de  pointe  p  ;  q  sont  sur  une  circonférence  2  (fîg.  2), 
d'équation  (2) 

o 

(6)  </2(?"+  n2)  —  2Jo?ç —ti  -t-/J2  =  o, 

qui  touche  O./'au  point  d'abscisse  p  '.  q. 

Cela  posé,  r\  étant  l'unité  ±  t  qui  figure  au  second  membre  de  (5), 
faisons  la  substitution 


7Î  -+-  <7oïl 


qui  est  modulaire,  d'après  (5).  Elle  change  les  points  z  =  p  \  q 
et  p0  :  q0  respectivement  en£  =  coetL  =  o;  les  domaines  de  pointe  p  :  q 
deviennent  donc  les  domaines  de  pointe  ce,  et,  ceux  de  pointe  p0  ;  q0, 
les  domaines  de  pointe  o.  En  particulier,  d' ,  premier   domaine  de 

(')  En  réalité,  c'est  une  propriété  de  la  figure  modulaire  :  si  deux  domaines, 
de  pointes  <<'  :  c'  et  />'  '.  d'  sont  adjacents  par  la  base,  ou  a  a' d'  —  b' c'  =  ±  1 . 

I 2)  <  )n  obtient  celte  équation  en  effectuant  une  substitution  modulaire,  d'ail- 
leurs quelconque,  changeant  Ç  =;  ce  en   2  =  p  :  //  et  cherchant  la  transformée  de 

]  a  d  1  <  o  1 1  ■  1      \ .  ;  :  2 . 
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pointe  p  :  q,  et  2',  dernier  domaine  de  pointe  p„:q0,  traversés 
par  x  =  co,  domaines  adjacents  par  la  base(n°  S),  deviennent  respec- 
tivement D0  et  D,  :  car  D0  et  D,  forment  le  seul  couple  de  domaines, 
de  pointes  respectives  oo  et  o,  qui  soient  adjacents  par  la  base. 


Fis 


Dès  lors,  la  demi-droite  ./•  =  w  devient  une  demi-circonférence  (', 
orthogonale  à  Ox,  qui  passera  de  D,  à  D0  en  traversant  la  base  com- 
mune, AB,  de  ces  deux  domaines  (fig.  i). 

La  circonférence  G  devient  la  droite  AB,  soit  y  =  \  >  ;  2,  qui  con- 
tient les  sommets  des  domaines  de  pointe  00,  et  les  deux  poinls,  que 
nous  appellerons  m'  et  m  (fig-  2),  où  x  =  w  coupe  S  se  transforment 
respectivement  en  deux  points,  M'  et  M,  de  la  droite  y  =  \3  '•  '^- 

La  base  commune,  a[3,  de  0'  et  de  d',  devient  Varc  AI!  (fig.  1); 
l'arc  am'p  de  s  devient  la  corde  AB.  Il  résulte  de  là  que  M' (trans- 
formé de  m')  est  sur  cette  corde  :  il  est  donc  dans  le  domaine  D,. 
Inversement,  ni  est  dans  le  domaine  0' . 

Par  une  raison  semblable,  m  est  dans  le  domaine  D,  où  pénètre  la 
droite  ./■  —  co  au  sortir  de  d. 

Cette  remarque  va  nous  permettre  de  déterminer  I)  cl  sa  poinle  : 
il  suffira  de  cherchera  quel  domaine  appartient  M;  si  '(  est  la  pointe 
de  celui-ci,  on  aura  la  pointe  -,  de  D  (c'est-à-dire  1'  :  Q),  par  la  for- 
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mule  (7).  Or,  par  la  ligure  modulaire  (fig-  1),  la  pointe  du  domaine 
qui  contient  un  point  M  de  la  droite  AB  est  l'entier,  a,  tel  que  a 

et  a  h — comprennent  l'abscisse  de  M  :  toul  revient  donc  à  calculer 
2  r 

celle  abscisse. 

On  trouve  aisément,  par  (6),  pour  le  z  de  m, 


(8) 


=  (0  4- 


\IÏ       V  3 


gî(p  —  qu)i 


celui  de  /«'n'en  diffère  que  par  le  changement  de  signe  du  second 
radical  (');  portant  la  valeur  ci-dessus  de  z  dans  (7),  on  en  déduira  '( 
et  la  partie  réelle  de  'C  sera  l'abscisse  cherchée  de  M.  Le  résultat  est  le 
suivant. 
Soit  posé 

(9)  q(p  —  qu)  =  eu, 

z  désignant  ±1,  et  ayant  le  signe  de  p  —  qu>,  en  sorte  que  u  est 
toujours  positif  (2);  l'abscisse  de  M  sera 


;>o) 


//„ 


^ (i  +  di  —  3«2); 

q  2« 


celle  de  M' sera  la  même,  avec  le  signe  —  devant  le  radical;  quant 
à  v],  c'est  toujours  l'unité  ±  t  définie  par  (5). 


(')  Remarque.  —  Il  est  clair  que,  si  p  :  q  est  une  fraction  d'Hermite  pour  w, 
la  droite  x—  u  doit  rencontrer  8,  ce  qui  exige  la  réalité  du  radical  dans  (8); 
on  a  donc  nécessairement 


d'où  l'on  conclut 


P  _ 


C'est  l'inégalité  fondamentale  (n°l)  qui  exprime  l'approximation   d'Hermite; 

on    a    ainsi,    de   celte   inégalité,  une    démonstration   géométrique   extrêmement 

simple. 

(2)    En  vertu  de  q\p  —  qtù\î-=  (note  précédente),  on  voit  que  02  u  5  -=■ 

V/3  X* 
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7.  L'entier  t,  défini  plus  haut,  est  tel  que  cr  —  -  et  a  -\ —  compren- 
nent le  nombre  (10);  c'est  donc  le  plus  grand  entier  inférieur  à  la 
quantité  (10)  qu'on  aurait  augmentée  de  -,  c'est-à-dire  le  plus  grand 
entier  inférieur  à 

(11)  -n^  +  — (.-f-v/«-3^)  +  -. 

De  même,  le  point  M'  est  dans  un  domaine  de  pointe  a',  où  a'  est  le 
plus  grand  entier  inférieur  à 

(12)  -r!^  +  — (i-v/'-3«*-)  +  i- 

q         1  11  '        2 

De  là  les  conséquences  suivantes  : 

i°  P  :  Q,  c'est-à-dire  la  fraction  qui  suit  p  :  q,  est  donnée  (n°  G) 
par  le  second  membre  de  la  formule  (7),  où  l'on  remplace  t  par  tr; 
donc 

(i3) 


P  /'  CT  -+-  /'„  Tf] 


O 


</0"  H-  '/o^l 


20  On  a  de  même  pour  la  fraction  pu  :  q0,  qui  précède  />  :  q  (en  intro- 
duisant M'  au  lieu  de  M), 

(■4)  P"  ~  r*'-*-  p»v 

Chassant  les  dénominateurs,  et  tenanl  compte  de  pÇo~  ÇPo==ri> 
on  trouve  <x'y)  =0,  d'où  a'  =  o.  Ln  d'autres  termes,  le  point  M'  est, 
sur  la  droite  AU,  dans  un  domaine  de  pointe  o,  donc  dans  D, ,  ce  qu'on 
savait  déjà  (n°  (>). 

3°  Parla  transformation  (7),  la  corde  m' m  est  devenue  l'arc  de 
cercle,  orthogonal  à  Ox,  passant  par  M  et  M',  et  situé  au-dessus  de 
la  droite  y  —  y3  :  2  :  ce  dernier  point  résulte  de  ce  que,  la  corde  mm 
traversant  des  domaines  de  pointe  /)  :  q,  l'arc  MM  doit  traverser  des 
domaines  de  pointe  ce. 

Le  nombre  de  ces  domaines  traversés  par  M'M  est  évidemment, 
comme  le  montre  la  figure  modulaire,  égal  à  |<r  —  <r'|  -+-  1;  ou  encore, 
puisque  a'  =  o,  on  peut  dire  que  : 

Journ.  de  Math.  (-'  série),  tome II.  —  Fasc.  Il,  191C.  12 
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Le    nombre    des    domaines    de    pointe  p  ;  q    traversés  par   In 


droite  x  =  w  est  égal  à  \  i  \  -+-  i . 


8.  Ces  domaines  sont  au  nombre  de  deux,  au  moins,  parce  que  la 
droite  pénètre  dans  un  premier  domaine  (de  pointe  p  :  q)  par  la  base 
(n°  5)  elsort,  également  par  la  base,  d'un  dernier  domaine  qui,  dès 
lors,  ne  peut  coïncider  avec  le  précédent.  On  a  donc  nécessai- 
rement 

\<r\>i. 

Il  résulte  de  là,  puisque  l'abscisse  de  M  est  entre  o- et  a  H — , 

et  celle  de  M'  entre et  H —  (car  c'=  o),   que  la  différence  entre 

l'abscisse  de  M  et  celle  de  M'  a  le  signe  de  <t.  D'autre  part,  en  vertu 
de  (10),  cette  différence  étant  £\  i  —  3ir  :  u,  on  conclut  que  a  a  le 
signe  de  z. 

Désignons  alors  eo-,  c'est-à-dire  |cr|,  par  0;  nous  pouvons 
écrire  (i3) 

(.5)  n  =  /4±i^'       Cifl  =  M£>>. 

Q       qo-\-q0et\ 

Le  numérateur  et  le  dénominateur  au  second  membre  sont  pre- 
miers entre  eux,  à  cause  de  (5);  on  a  supposé  que  P  et  Q  le  sont 
aussi  :  donc  P  et  Q,  qui  sont  positifs,  sont  respectivement  égaux,  au 
même  signe  près,  aux  deux  termes  de  la  fraction  second  membre. 
Etudions  donc  le  signe  de  ces  termes. 

î).  Je  dis  qu'ils  sont  tous  deux  positifs,  et  il  suffira  de  le  démontrer 
pour  le  dénominateur,  qh  -+  quf/]. 

i°  Soit  d'abord  eïj  =  -+-i;  comme  6  est  ^i,  la  proposition  est  évi- 
dente, et  de  plus  on  a  Q  ]>  q, 

i°  Soit  £T]  =  —  i.  Cela  exprime  [(5)  et  (9)]  que  p  —  qto  et  pq„—  qp„ 
sont,  de  signes  contraires,  c'est-à-dire  que  les  pointes  pa\q0  et  p  \  q 
sont  d'un  même  côté  de  la  droite  ./■  =  a>. 

Or,  par  la  substitution  modulaire  (7),  la  demi-droite  x  —  co  est 
devenue  (n°  (>)  une  demi-circonférence,  C,  orlbogonale  à  Ox; 
celle-ci  laissera  dès  lors  les  pointes  -x>  et  o  d'un  même  côté,  donc  à  son 
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extérieur.   De  plus,  en   vertu  du   n°    6,  C  traverse    nécessairement 
l'arc  AB,  base  commune  de  D,  et  de  D, . 

De  ces  deux  propriétés  de  C  on  conclut  de  suite  (figure  i,  où  C 
est  représentée  en  traits  plus  forts,  dans  deux  de  ses  positions  pos- 
sibles) que  C  coupe  Oa;  en  un  premier  point  d'abscisse  inférieure  à  i 
(en  valeur  absolue)  et,  en  un  second  point,  d'abscisse  supérieure  à  2 
(en  valeur  absolue),  ces  deux  abscisses  étant  de  même  signe.  Par 
suite,  C  traverse  au  moins  trois  domaines  de  pointe  00.  Dès  lors 
(n°  7,  3°),  on  a 

|c7|-hl>3  OU  |ff|  =  0>2, 

en  sorte  que  le  dénominateur,  au  second  membre  de  (i4)>  à  savoir 
qd  —  q0,  est  au  moins  égal  à  iq  —  q0. 

Or,  les  deux  premières  bâclions  d'Hermitc  sont  1  :  o  et  0o  :  1  (où  0o 
entier  >o):  elles  vérifient  q>q0',  si  donc  nous  admettons  que,  jus- 
qu'à p  :  q,  inclus,  les  dénominateurs  des  fractions  d'Hermile  vont  en 
croissant,  nous  voyons  que  iq  —  q0  est  >  o  et  supérieur  à  q\  ce  qui 
entraîne  Q  =  ^0  —  </„>  q.  Il  résulte  de  là  les  conséquences  suivantes  : 

10.  i°  Les  dénominateurs,  dans  la  suite  d'Hermile,  vont  en 
croissant  sans  cesse. 

Car  si  l'on  admet  qu'ils  vont  en  croissant  jusqu'à  q,  inclus,  on  vient 
de  voir  que  le  dénominateur  suivant,  Q,  est  toujours  supérieur  à  q. 

2"  Le  dénominateur  du  second  membre  de  (i5)  est,  d'après  cela, 
toujours  positif  (car  q  >  q„  et  0  >  1  );  donc  on  aura  toujours 

(i;V)  P—pB-t-evpo,  Q  =  q8-\-e-nq0- 

3"  On  verrait  de  même  que  les  numérateurs,  dans  la  suite  d'Her- 
mite,  croissent,  à  partir  de  la  seconde  fraction  tout  au  moins.  La  pro- 
priété résultera  d'ailleurs  de  ce  fait,  établi  plus  loin,  que  la  suite 
d'Hermite  se  déduit  de  celle  des  réduites  ordinaires  de  0  en  y  suppi  i- 
mant  certains  termes. 

11.  Résumé.  —  Soient /?„:  y  „  et  p  :  q  deux  fractions  d'Hermite 
consécutives  pour  le  nombre  o>;  on  a  nécessairement 

l"h—'ll>o—-r\  (-'I       ■'■')■ 


9° 
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La  fraction  suivante,  P  :  Q,  s'obtient  comme  il  suit  : 
Soit  posé  tu  =  q(p  —  qu>),  i  étant  ±  i,  choisi  de  manière  que  u 
soit  positif,  c'est-à-dire  £  étant  du  signe  de  p  —  q<s>\  désignons  par  6  la 
valeur  absolue  de  l'entier  a,  qui  est  le  plus  grand  entier  inférieur  à  la 
quantité  (i  i)  :  on  reconnaît  de  suite  (')  que  0  est  l'entier  maximum 
contenu  dans  la  quantité 


Y)  —  H ( i  +  il  -+-  <J i  —  Su"-) 

ij  2  11 


qui  est  évidemment  aussi  la  valeur  absolue  de 

(16)  —  £'0  ^  +  —  (  l  4-  «  +  s/ 1  —  S  ('■  ). 

l]  2  11 

Mais  cette  dernière  quantité  est  positive.  En  effet,  puisque 

oSu^i  :  \/3(n°  6)         el         70<v  (n°  10), 
et    que    d'ailleurs  le   minimum   du   second    terme  de    (16)    a    lieu 
pour  u  =  i  :  v'3,  la  quantité  (iG)  reste  supérieure  à    -  H — > 

quantité  positive. 

Donc  enfin,  0  étant  V entier  (positif)  maximum  contenu  dans  la 
quantité  (16),  i  et  y)  les  unités  ±  i  définies  ci-dessus,  on  a 

(17)  P—p9  +  enp0,  Q=q6-he-nq<>. 
D'ailleurs,  0  est  =  1;  et  même,  si  ev)  =  —  1,  0  est  >2. 


(')  Suit  cm  effet  A.  la  quantité  (11),  à  savoii 
.1o 


-  -\ (1  -+-  v7'  —  3«2)  -+-  -; 


V 


on  a,  par  définition  de  c, 


cr<  A  <  a  -\-  1. 


Si  £=-H  I,  a,  qui  a  le  signe  de  £  (n°  8),  esl  >o,  ainsi  dès  lors  que  A,  et  la 
proposition  est  évidente,  puisque,  ici,  8  =  u.  Si  b=  —  1,011  déduit  des  inéga- 
lités précédentes  ui  >  Ae  >  su  -+-  g  ;  ou,  puisque  8  =  ect, 

0<— A  +  i<0+  1, 

ce    qui     montre     que     8    est     l'entier    maximum    contenu    dans    — A.  +  I,   ou 
dans  |  A  -    1  |,  puisque  0  est  positif.  De  là  encore  la  proposition  à  établir. 
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Enfin  (n°  7,  3"),  0  +  i  est  le  nombre  des  domaines  de  pointe  p  ;  q 
traversés  par  la  droite  x  =  w. 

On  sait  donc,  à  partir  des  deux  premières  fractions,  i  :  o  et  0„  :  i 
(n°4),  former  successivement  toutes  les  fractions  de  la  suite  d'Her- 
mite. 

12.  Remarque.  -  Il  ne  figure,  dans  (iG)  et  (17),  que  l'unité  eyj; 
par  définition  de  1  et  yj,  elle  est  +  1  si  u  et  p0  :  q0  sont  d'un  même 
côté  de  p  :  q\  elle  est  — 1  s'ils  sont  de  part  et  d'autre  de  p  \  q. 

On  pourrait,  dans  la  formation  de  P  et  de  Q,  faire  abstraction 
complète  de  p0  et  qB,  c'est-à-dire  de  la  fraction  qui  précède  p  :  q. 

Soit,  en  effet,  </,',  la  solution  comprise  entre  o  et  q  (c'est-à-dire  la 
plus  petite  solution  positive)  de  la  congruence  pq'a=t  (mod  q);  on 
voit  de  suite  que  q'0  =  q0  si  ey]  =  +  1 ,  et  q'a  =  q  —  qQ  si  ey]  =  -  1 .  On 
en  déduit  aisément,  pour  P  et  Q,  les  valeurs  suivantes  : 


Q=gs  +  q'„        P—ps  +  //„, 

^i,  et  c 
quantité 


Ou-Po=  ~ ^ — "'  et  °ù  s  désigne  l'entier  maximum  contenu  dans  la 


-S±  +  —  (i  +  u  +  dt-ïu*); 

q         2  «  v 

seulement  s,  qui  est  8  si  ey)  =  1,  et  6  —  1  si  eï]  =  -  1 ,  n'est  plus,  dans 
tous  les  cas,  le  nombre  des  domaines  de  pointe  p  ;  q  traversés  par  la 
droite.  Comme  nous  aurons  à  faire,  en  une  autre  occasion,  une  appli- 
cation importante  de  cette  propriété  de  0,  nous  avons  donné  la  préfé- 
rence aux  formules  (17). 


Fractions  d'Hermite  «  a  priori  ». 

13.  Nous  allons  maintenant  aborder  le  problème  inverse  de  celui 
de  la  formation  régulière  de  la  suite  d'Hermite,  c'est-à-dire  le  sui- 
vant : 

Reconnaître  si  une  fraction  irréductible  donnée  p  ;  q  est  une 
//■net/on  d llermite  pour  le  nombre  «>. 
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Pour  que  p  ;  q  soit  fraction  d'Herrnite,  il  faul  et  il  suffit  que  la 
droite  x  =  co  pénètre  dans  un  domaine  (au  moins)  de  poinle  p  ;  q. 
Soit  toujours  posé 

q(p  —  qu>)  =  uz         (e  =±i  elH>o); 

nous  désignerons  par//0  et  q0  deux  entiers  positifs  définis  ainsi  :  q'0  est 
la  solution  (positive)  comprise  entre  o  et  q  de  la  congruence 

qui  entraîne 

(.s)  pg'»=  e  ■+- qp'o, 

d'où  p'B.  Il  est  clair  que  p0  est  positif,  puisque  p,  q,  q'^  le  sont. 

Effectuons    alors    la    substitution,    qui    est   modulaire  [en    vertu 
de  18}], 

elle  change  z  =  p  :  q  et  />'„  :  y'0  en  '(,  =  co  et  o,  et  la  demi-droite  a;  =  co 
en  une  demi-circonférence,  C,  qui  coupe  la  droite  y  =  v','j  :  i  en  deux 
points,  M  et  M',  dont  les  abscisses,  par  un  calcul  déjà  fait,  sont 

—  £^L  +  —  (I  +  v/'"^»'i)  et  _£2Î+J_  (,_J,_3Bî), 

et  tout  revient  à  exprimer  que  C  pénètre  dans  un  domaine,  au  moins, 
de  pointe  îo.  On  le  fera  évidemment  en  écrivant  que  M'  et  M,  qui 
appartiennent  à  des  domaines  de  pointe  entière,  ne  sont  pas  dans  le 
même  domaine,  c'est-à-dire  qu'entre  leurs  abscisses,  augmentées  (ou 

diminuées)  de  -,    il   y   a   au   moins  un   entier;  donc,  que  les  deux 

nombres 

(20)  -^-t-  —  (l  +  «-^/l-3«2)> 

'/  2  « 

(2i)  -2»  +  —  (i  +  «+v/i  — 3«4), 

/y         3  « 

comprennent  cuire  eux  un  entier,  au  moins. 

Telle  est  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  p  :  q  soit 
fraction  d'Herrnite,  pourco. 
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14.  Transformation,  de  la  condition.  —  Présentons  d'abord 
quelques  remarques  : 

i°  Naturellement,  les  nombres  (20)  et  (21)  doivent  être  réels, 
c'est-à-dire  qu'on  doit  avoir  uii  :  \'3,  ce  qu'on  savait  être  nécessaire 
a  priori  (approximation  d'Hermite). 

20   La  différence  entre  les  deux  mêmes  nombres  est  y  1  —  3u'-;  u\ 

si  elle  est  ^1,  c'est-à-dire  si  uS-,  la  condition  ci-dessus  est  sûrement 

~  2 

remplie,  et  p  \  q  est  donc  sûrement  une  fraction  cVHermile. 
3°  Reste  donc  le  cas  où 


2  y/3 


Je  dis  qu'alors  les  nombres  (20)  et  (21)  ne  peuvent  comprendre 
entre  eux  d'autre  entier  que  1 . 

En  effet,  les  deux  quantités  (1  -+-  u  ±  \J  1  —  5if)  :  111  sont  positives 
pour  u  compris  entre  1:2  et  t  :  \J3  ;  le  minimum  de  celle  qui  corres- 
pond au  signe  —  et  le  maximum  de  celle  qui  correspond  au  signe  -+- 
ont  lieu,  dans  cet  intervalle,  pour  u  =  1  :  2,  et  sont  respectivement  1 
et  2.  Comme  q'Q  \  g  est  >o  et  <  1,  par  définition  de  q\,  il  en  résulte 
que  le  nombre  (20)  est  supérieur  à  zéro  et  le  nombre  (21)  inférieur 
à  2,  ce  qui  établit  la  proposition. 

Exprimons  donc  que  les  deux  nombres  comprennent  1;  nous  trou- 
vons, sans  difficulté,  les  inégalités 


211 

ÎA 

1 

9.11 

£n 

1 

\/ 1  —  o«-> 2  11  — 

y/i  —  3«2> 

Les  seconds  membres  étant  égaux  et  de  signes  contraires,  les  inéga- 
lités (22)  se  résument  en  celle-ci  : 

(\!\  —  6  u- y  >  (  2  M^i  -+-  u  —  1 

qui,  après  développement  et  division  par  le  facteur  positif  //,  s'écril 


"W  1  '/'/„•  '  '/„'» 
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Ainsi  p  :  q,  pour  u<i:i,  est  toujours  fraction  d'Hermite; 
pour  -  <  «<i  ;  y/3,  elle  le  sera  seulement  si  (23)  est  satisfaite. 

Mais  on  voit  de  suite,  en  s'appuyant  sur  q0<^q,  que  le  second 
membre  de  (2.3)  est  supérieur  à  i  :  i;  il  en  résulte  que  (23)  est  satis- 
faite d'elle-même  lorsque  u  est  S  i  :  2.  On  peut  donc  dire  que  la  condi- 
tion (23),  jointe  à  a<i  :  y/3,  est  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  p  :  q  soit  fraction  d'Hermite. 

On  peut  même  ajouter  que  (23)  entraîne  u'hi  :  y  3  ;  je  dis  en  effet 
que  le  second  membre  de  (23)  est  inférieur  à  1  :  y/3,  c'est-à-dire 
qu'on  a 

2  >U  +  a*7'o('  -  v/3)  +  ?2(2  -  y7?)  >  o, 

ce  qui  a  lieu,  le  premier  membre  étant  un  carré  ('). 
Donc  enfin  : 

Règle.  —  L'inégalité  (23)  est  la  seule  condition  nécessaire  et 
suffisante  pour  que  la  fraction  irréductible  p  :  q  soit  de  la  suite 
d'Hermite,  pour-  le  nombre  to  (2). 

Rappelons  que  w=  iq(p  —  qb)),  £  étant  ±  1,  choisi  de  manière 
que  u  soit  positif;  et  que  q\  est  la  plus  petite  solution  positive  de  la 
congruence  pq'a=i  (mod  q). 

Comparaison  avec  la  suite  des  réduites. 

l;î.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  (unique)  pour  qu'une 
fraction  irréductible,  p  :  q,  soit  une  réduite  de  co,  dans  le  développe- 


(  ')  Si  /'  :  q  est  fraction  d'Hermite,  on  sait  que  u  est  compris  entre  o  et  1  :  y/3  ; 
ces  deux  limites  peuvent-elles  être  atteintes  par  // ? 

I  >'abord  u  =  n  exigerait  />  —  '/w  =  o,  donc  co  rationnel. 

Ensuite,    «  —  1  :  y/iî  ne  pourrait  être  atteint,  en  vertu  de  (a3),  que  si 

"•  '/',/  +  2  <l'h  (  '  —  \/3  )  +  72  (  2  -  v/3 )  <  o, 

ce  i|ui  (îsi  impossible,  en  vertu  du  texte  ci-dessus. 

(2)  On  vérifierait  aisément  que  (23)  exprime  que  u  est  compris  entre  la  plus 
petite  et  la  plus  grande  des  abscisses  qui  correspondent  aux  sommets  des 
domaines  modulaires  de  pointe/)  :  q. 
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ment  de  w  en  fraction  continue  ordinaire,  est  bien  connue  (')  depuis 
Lagrange  et  peut  recevoir  la  forme  suivante  : 
Soit  toujours  posé 

u  =  sq(p —  yw)  (£  =  ±i  el«>o); 

q'0    désignant  encore  la  plus    petite    solution    positive   de    la    con- 
gruence^70  =  E  (mod  q),  la  condition  considérée  s'écrit 


(24)  lt< 


<7 


7  +  70 


Or  il  est  remarquable  que  le  second  membre  de  (24)  est  toujours 
supérieur  à  celui  de  (23)  :  l'inégalité 


9(7  +  27',,)  q 


2('/i+'7'7o-+-7o-)       7+--7o 
revient  en  effet  à  la   suivante,   qq0<Cq2i  qui  est  satisfaite,  puisque 

7o  <  q- 

Il  suit  de  là  que,  si  u  vérifie  (23),  il  vérifie  a  fortiori  (24),  c'est- 
à-dire  que  : 

Toute  fraction  d'Hermite  pour  oj  est  une  réduite  ordinaire  de  co. 

16.  La  réciproque  n'est  pas  vraie,  car  (2/1)  n'entraîne  pas  (23). 
Toutefois,  si  u<i  ;  2,  on  a  vu  plus  haut (n°  14,  20)  que  p  :  q  (réduite 
de  co  ou  non)  est  sûrement  une  fraction  d'Hermite.  Or  «<-  s'écrit 
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Supposons  que  p  :  q  soit  une  réduite;  cette  inégalité  est  sûrement 
vérifiée  si  le  quotient  incomplet  qui  suit/j  :  q  dans  la  fraction  continue 
donnant  co,  c'est-à-dire  celui  auquel  on  s'est  arrêté  {exclusivement) 
pour  calculer  la  réduite  p  ;  q,  est  égal  ou  supérieur  à  2  (propriété 
classique  des  réduites);  donc  : 


(')  Voir  Legendiuî,  Théorie  des  Nombres,  t.  I,  n"  !),  p.  2.5;  Skiwet,  Algèbre 
supérieure,  t.  I,  p.  19.  Il  y  a  peut-être  un  peu  d'incertitude  dans  les  démons- 
trations données  par  ces  deux  auteurs,  mais  le  résultat  est  exact. 
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Si,  dans  la  fraction  continue  représentant  co,  un  quotient  incom- 
plet est  supérieur  à  i ,  la  réduite  qui  le  précède  (c'est-à-dire  qui  est 
arrêtée  à  ce  quotient  exclus)  est  sûrement  une  fraction  d'Hermite. 

Reste  donc  seulement  le  cas  d'une  réduite  arrêtée  à  un  quotient 
incomplet  i  (exclus);  il  faut  alors,  pour  reconnaître  si  elle  est  ou  non 
fraction  d'Hermitc,  avoir  recours  à  la  condition  fondamentale  (i'S). 

Il  peut  ainsi  arriver  qu'une  telle  réduite,  p  :  q,  quoique  vérifiant 
l'inégalité  d'Hermite 


P  _ 

-  f.i 

< 

I 

q 

V 

3  a* 

ne  soit  pas  fraction  d'Hermite. 

17.  Remarque.  —  Supposons  toujours  que  p  :  q  soit  une  réduite 
de  co  :  les  entiers  p'0  et  q'0  introduits  au  n°  15  ont  alors  une  signifi- 
cation arithmétique  simple. 

Soit,  en  effet,  p'  :  q  la  réduite  de  co  qui  précède  p  \  q\  on  sait  que  co 

est  compris  entre  p'  :  q'  et  p  ;  q,  c'est-à-dire  que  -  —  to  et -7  sont 

de  même  signe,  donc  aussi  p  —  y  co  et  pq'  —  qp'.  Mais  p  —  qw  a  le 
signe  de  e;  d'autre  part  pq  —  qp'  étant  ±  1,  par  une  propriété  clas- 
sique des  réduites,  il  s'ensuit  que 


pq  -qp  =£- 

El  comme  q'  est  >  o  et  <  q,  on  en  conclut  qa  =  q   et  p'u  =  p',  par 
définition  même  de  q'a  et/?0.  Ainsi  : 

Quand  p  :  q  est  une  réduite  de  co,  les  p'a  et  q\  du  n°   15  sont  le 
numérateur  et  le  dénominateur  de  la  réduite  précédente. 

La  condition  (23),  qui  exprime  que  p  :  q  est  fraction  d'Hermite, 
peut  alors  s'écrire  autrement. 
Soient 


1 

"»    '  +"  T. 


£  =  «„ 
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On 

a 

M  = 

qx  +  qa 

d'où 

u 

r  -1.  r/" 
'/ 

et  (23 

)  prend  la 

forme 

(2.5) 
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p0  :  y0  étant  la  réduite  de  co  qui  précède  p  ;  q. 


Suite  d'Hermite. 

18.  C'est  la  suite,  S,  des  fractions  d'Hermite,  dans  l'ordre  où  elles 
se  présentent  quand  on  les  trouve  en  parcourant  la  demi-droite  a;  =  co 
de  ce  à  oj. 

Tous  les  termes  de  S  figurent  dans  la  suite,  S0,  des  réduites  de  co 
(n°  15). 

De  plus,  dans  S  (n°  10),  comme  dans  S0,  les  dénominateurs  des 
termes  successifs  vont  en  croissant  :  donc,  on  passera  de  S0  à  S  en 
supprimant,  dans  S„,  certaines  réduites,  et  l'on  obtiendra  ainsi  S, 
ordre  des  termes  compris. 

D'après  le  n°  16,  les  réduites  à  supprimer  ainsi  ne  peuvent  être 
prises  que  parmi  celles  qui  précèdent  un  quotient  incomplet  égal  à  1  ; 
et,  pour  qu'une  de  ces  dernières  soit  à  conserver,  il  suffit  que  soit 
vérifiée  par  elle  l'inégalité  (23),  ou  son  équivalente  (23). 

On  pourra  même  rejeter  de  suite  les  réduites  (précédant  le  quotient 

incomplet  1)  pour  lesquelles  u  serait  supérieur  à  1  :  y/3. 

li).  Théorème.  —  On  n'aura  jamais  à  supprimer,  dans  la  suite 
des  réduites,  deux  réduites  consécutives. 

Soient  quatre  réduites  consécutives 

£i    p   y    p. 

supposons  qu'on  ait  à  supprimer  les  deux  du  milieu.  Alors,  les  quo- 
tients incomplets  suivants  étant  1,  on  aurait,  par  la  formule  classique 
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des  réduites, 

p'=p+p'o,       v  =  p'+p  =  ip+p'a; 

i  —  q  +  'i^         Q—g'+q=2g  +  q'0. 

Mais  p0  :  q\  et  P  :  Q  étant  maintenant  deux  fractions  consécutives 
d'Hermite,  on  aurait  (n°  S) 

P<7'o-Q/>'o  =  ±'- 

Des  valeurs  ci-dessus  de  P  et  Q  on  déduit,  d'autre  part, 

p'/«  —  Q^'o  =  2  (P'h  -  qp\  )  =±  a 

(puisque  pô  :  y'0  et  p  :  çr  sont  deux  réduites  consécutives),  ce  qui  con- 
tredit l'équation  précédente. 

A  fortiori,  on  n'aura  jamais  à  supprimer  trois,  quatre,  ...  réduites 
consécutives. 

20.  Cas  où  a)  est  rationnel.  —  Toute  la  théorie  faite  pour  o>  irra- 
tionnel s'applique  au  cas  de  u>  rationnel  (la  suite  d'Hermite  étantalors 
finie),  sauf  une  exception. 

On  a  admis  en  effet  (Remarque  à  la  fin  du  n° 5)  que  la  droite  x  =  o> 
ne  sortait  jamais  d'un  domaine  modulaire  par  un  sommet  (ce  qui  est 
sûrement  vérifié  quand  w  est  irrationnel);  pour  m  rationnel,  il  faudra 
dès  lors  exclure  le  cas  où,  sur  la  droite,  il  y  aurait  un  ou  plusieurs 
sommets  modulaires.  On  reconnaîtrait  aisément  que,  dans  ce  cas 
d'exception,  w  est  de  la  forme 

2  a  —  i 

(?)  w  : 


2C 


a  et   c  étant  des  entiers,   de  signe    quelconque,  vérifiant    la    con- 
gruence  a"  —  a  -+-  i  =  o(modc). 

21.  Exemple.  —  Soit  co  =  -^->  qui  «Vs/  /?a.«  du   type  (9).   On 
trouve,  pour  la  suite  des  réduites  (  en  la  faisant  précéder  de  -  j . 

(3.) 


1 

0 

1 

IO 

1  1 

21 

53 

«5 

—  » 

(J 

—  ) 

1 

2 

a  1 

w 

II 

1 1 1 
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On  a  souligné  les  réduites  qui  précèdent  le  quotient  incomplet  i;  il 
s'agit  de  reconnaître  si  elles  figurent,  ou  non,  dans  la  suite  d'Her- 
mite  (S). 


Soit  d'abord  —  On  a 

21 


.       2  a  x  a  t 

U  =  21     10  —  21(0 


032 

Cette  valeur  de  u  est  <  —  ;  néanmoins,  la  réduite  est  à  supprimer, 
parce  que  la  condition  (23)  s'écrit  ici 

21    X  2.Ï  21  21  +  2X2 

<  —  =ï » 


9    2  "      2  1     -+-  2   X  2  1  -+-  2" 

ce  qui  n'est  pas  vérifié. 

Ainsi  — ,  bien  que  donnant,  pour  ta,  l'approximation  d'Hermite,  est 
à  supprimer. 

Il  est  alors  inutile  de  faire  le  calcul  pour  —  >  car  c'est  la  réduite  sui- 

vante  et  l'on  ne  supprime  jamais  deux  réduites  consécutives.  La  suite 
d'Hermite  est  donc 

_  i       o       î       u       21        53       445 

(3)  -)        ->        -1        — >        771        )        — 5— • 

O  I  2  2 S  44  '  ■  1  'J^2 

On  vérifie,  sur  cet  exemple,  que  les  fractions  d'Hermite  ne  sont  pas 

toujours    alternativement    de    part    et   d'autre   de   eu;    car  -  et  —7. 

réduites  dont  les  rangs  sont  de  même  parité,  ne  comprennent  pas  10 
entre  elles. 

Développement  hermitien  de  u. 

22.   Soit  la  fraction  continue  (unique)  qui  représente  to  : 

m  —  /;0-i-  - —  (h{l  ;o;  //,,  h^  ...    1). 

«1  +  . 

La  première  réduite  (  abstraction  faite  de  1  :  o)  est  //„  :  1  ;  si  //,  =  1 , 
elle  est  à  supprimer;  si  //,>i,  à  conserver  dans  la  suite  d'Hermite. 


IOO  G.     HUMBEBT. 

En  effet,  dans  celle-ci,  la  première  fraction  (après  i  :  o)  est  80:i, 
où  0o  désigne  l'entier  le  plus  voisin  de  co,  et  0o  est  //0  ou  /i0-\-  i,  selon 
que  |  co  —  // 0 1  est  inférieur  ou  supérieur  à  i  :  2.  I  l'autre  part,  si  //,  =  1, 

il  est  clair  que  |  co  —  /iu  |  est  supérieur  à  -;  donc  que  0o  =  ltQ  -+-  1  ;  ce 

qui  montre  que  la  réduite  //„  :  1  est  à  rejeter. 

Supposons,  plus  généralement,  que  la  première  réduite  à  supprimer 
soit  celle  qui  précède  hn;  alors  hn  =  1,  et  l'on  peut  écrire  identique- 
ment : 

CO  =/J„-f-  - 


(A, 


(//„+,-+-!)  + 


car 


(/'„-,+  !)- 


/'«  + 


I  '      ""'  '  (/'„  +  .   +  >) 


/*«+! 


Continuons  à  appliquer  le  même  procédé  au  premier  quotient 
incomplet  1  qui  se  présente  dans  cette  nouvelle  expression  de  ca,  et 
qui  précède  une  réduite  ci  supprimer,  et  ainsi  de  suite;  nous 
obtenons,  pour  co,  ce  que  nous  appellerons  le  développement  hermi- 
lien  : 


(26)  co  =  9, 


0, 


E., 


<?„-. 


les  £,-  étant  ±  1,  et  les  0,  étant  des  entiers  supérieurs  à  o,  sauf  0o,  qui 
peut  être  nul.  De  plus,  il  résulte  du  mode  même  de  formation  de  (26), 
à  partir  de  la  fraction  continue,  que 


Okl  2 

si 

£/,  ou  ek+i=—  1 

hli 

si 

£/.   et  £/,+!  =  —  1 

Quant  à  0o,  il  est  ^1,  si  e,  =  —  1. 
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23.   Théorème.  —  Si,  dans  (26),  on  s'arrête  aux  quotients  incom- 
plets successifs,  c'est-à-dire  si  l'on  forme  les  fractions 


\ 

%+i: 

6    1        £l 

•> 
I 

"0  1 

on  obtient  exactement  la  suite  d'Hermile  (sauf  le  terme  initial  1  :  o); 
car,  en  s'appuyant  sur  le  théorème  du  n°  li),  on  voit  de  suite  que  les 
modifications  par  lesquelles  on  passe  de  la  fraction  continue  au  déve- 
loppement hermitien  ont  eu  précisément  pour  résultat  de  supprimer 
les  réduites  (précédant  un  quotient  incomplet  1)  qui  ne  doivent  pas 
figurer  dans  la  suite  d'Hermite. 

24.  Exemple  (' ).  —  Soit  co  =  — ,  qui  n'est  pas  du  type  (o).  La 
fraction  continue  est 


La  réduite  qui  précède  le   second  quotient  h,  =  1   est  à    supprimer 
(n°  22);  de  là  le  développement  hermitien 


(i)=2  + 


25.  Théorème.  —  Les  quotients  incomplets,  ÔA,  du  développement 
hermitien  reproduisent,  dans  le  même  ordre,  les  entiers  successifs  6, 
rencontrés  aux  nos  8-11. 

(')  Remarque.  —  Si,  dans  la  fraction  continue  qui  représente  w,  on  fait  la 
modification  indiquée  au  n°  22,  à  partir  du  premier  quotient  incomplet  hi(i>o), 
égal  à  i,  en  continuant  ainsi  pour  tous  les  quotients  incomplets  i  qui  se  pré- 
sentent successivement,  on  obtient,  pour  tu,  un  développement  du  type  (26).  Les 
fractions  successives,  [>„:  <],,,  que  fournit  ce  développement  sont  intéressantes. 

Sous  une  autre  forme,  en  effet,  si  l'on  pose  w  =  /<<>—  — >  /■ ,,  t  ■  I  ;<  1 1 1  l'eut  ici-  le  plus 
voisin  de  u,  et  le  signe  ±  étant  choisi  de  manière  que  m,  soil  positif;  -i  de 
même  on  pose  o>,  =  A',  ±  — >  et  ainsi  de  suite,  le  nouveau   développement  de  w 
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Soit  en  effet  p  ;  q  la  fraction  obtenue  quand  on  s'arrête,  dans  (26), 
au  terme  9„_, ,  inclus;  soient  p0  :  q„  et  P  :  Q  les  fractions  précédente  et 
suivante.  On  a,  par  une  propriété  classicme  des  développements  tels 
que  (26), 

P—p6n+Enp0,        Q  =  q9n+enq0. 

Comparant  aux  formules  (17),  à  savoir 

P  =p9  +  £np0,  Q  —  qB  4-£ï)<70, 

on  en  déduit  nécessairement  (car  pq0  —  qp0,  égal  à  ±1,  n'est  pas 

nul) 

Donc  d'abord,  les  G  reproduisent  les  G„,  ce  qu'il  s'agissait  d'établir; 
ensuite  i„  est  +  1 ,  ou  —  1,  selon  que  p0  :  q0  et  oj  sont,  ou  ne  sont  pas, 
d'un  même  côté  de  p  :  q. 

coïncide  avec  le  développement 

u  =  />-„  ±  


h±T-L 


qui  a  été  étudié  directement  par  M.  Hurwitz  (Acla  mathcmatica,  t.  12) 
Par  exemple,  la  fraction  continue 

1 


w=  1  + 


1 

I  H 


*-i> 


donne  successivement  : 


1 

0)=  H co  =  I  -+- 


3  — 


1  -+-  ?i 


T  3-6- 


On    pourra    également    consulter,     sur    des    approximations     analogues,    un 
Mémoire  de  M.  Minkowski  {Math.  Ann.,  t.  54,  1901). 
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Nota.  —  On  peut  transformer  cette  dernière  propriété  de  la  manière 
suivante.  On  a,  toujours  en  vertu  d'une  propriété  connue  des  dévelop- 
pements tels  que  (26), 


PÇo—  'll'o—  (—  «)"£|Ej  •  •  •  Cii-i, 

ce  qui  s'écrit,  grâce  à  (5), 

ri  =  (—  l)»£,E2..  -S/i-l- 

Par  ey]  =  e„,  on  en  tire 

s  =  (—  i)"!|'J]  •  •  ■  sB_ae„; 

ce  qui  montre  que-  —  co  a  le  signe  de  (—  i)"e,  z., . .  .  £„.  De  même, 

—  —  co  a  le  signe  de  (—  i)""1 1,  z.,  ...£„_,.  Il  s'ensuit  que  e„  est  égal 
à  +  1  quand  co  est  entre  p0  '.  r/0  et  p  :  q\  et  à  —  1  dans  le  cas  contraire. 

26.  Corollaire.  —  Si  l'on  se  reporte  à  la  signification  géométrique 
des  0,  donnée  au  n°  11,  on  voit  que  : 

Le  quotient  incomplet,  9„,  qui  suit  la  fraction  p  '.  q  dans  le  déve- 
loppement (26)  ('  ),  jouit  de  cette  propriété  que  1  -+-  9„  est  le  nombre 
des  domaines  modulaires  de  pointe  p  \  q  traversés  par  la  droite  x  =  co . 


(')  C'est-à-dire  que  p'ç  est  la    fraction   qu'on  obtient  quand  on  s'arrête, 
d, 111s  (26),   au  terme  (?„_)  inclusivement. 
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Sur  les  fractions  continues  ordinaires  et  les  formes 
quadratiques  binaires  indéfinies  ; 
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1 .   Ce  travail  est  divisé  en  trois  Parties  : 

Dans  la  première  on  expose  une  intéressante  interprétation  géomé- 
trique des  fractions  continues,  analogue  à  celle  que  donne  le  Mémoire 
précédent  pour  les  fractions  d'Hermite;  elle  conduit  à  une  démons- 
tration très  simple  du  théorème  de  Lagrange  sur  la  périodicité  et  rend 
intuitives  plusieurs  propriétés  des  réduites. 

La  deuxième  Partie  traite  du  nombre  de  certaines  formes  réduites 
qui  équivalent  à  une  forme  quadratique  binaire  indéfinie,  f,  à  coeffi- 
cients entiers;  nous  étudions  successivement,  à  ce  point  de  vue,  des 
réduites  auxquelles  nous  donnons  le  nom  de  Slephen  Smith  et  les 
réduites  de  M.  Hurwilz;  nous  retrouvons  aussi  le  théorème  célèbre 
de  Dirichlel  sur  le  nombre  des  réduites  de  Gauss. 

La  troisième  Partie  fait  connaître  le  nombre  des  réduites  d'Her- 
mite équivalentes  à  f.  Les  résultats  obtenus  semblent  nouveaux;  ils 
s'énoncent  très  simplement  et  rattachent  les  nombres  cherchés  à  la 
période  qui  se  présente  dans  le  développement  en  fraction  continue 
d'une  racine  de  la  forme,  mais  d'une  manière  tout  autre  que  ne  fait  le 
théorème  de  Dirichlet,  puisqu'ils  introduisent,  non  seulement  le 
nombre  des  termes  de  la  période,  mais  les  valeurs  de  ces  termes  eux- 
mêmes. 

Enfin,  après  une  étude  de  la  période  dans  le  développement  hermi- 
tien  d'une  racine  de  la  forme,  on  détermine  le  nombre  des  réduites 
principales  d'Hermite  équivalentes  k  celle-ci. 
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PREMIÈRE  PARTIE. 


Division  de  Stephen  Smith. 

2.  Nous  partirons  de  la  division  du  demi-plan  analytique  en 
triangles  élémentaires  curvilignes,  indiquée  pour  la  première  fois 
par  Stephen  Smith  et  étudiée  (à  un  point  de  vue  projeclif)  par  M.  Hur- 
witz('). 

Fig.  i. 


Soit  T0  {fig.  i)  le  triangle  formé  par  les  droites  x  =  o,  x  =  i,  et  la 
demi-circonférence  décrite  sur  le  segment  01  comme  diamètre;  on 
prend  les  symétriques  de  T0  par  rapport  à  ses  trois  côtés  (2),  et  Ton 


(')  St.  Smith,  Mémoire  sur  les  équations  modulaires  (/!.  Acad.  <lci  Lincei, 
1877,  et  Œuvres,  t.  II,  p.  2î4)>  —  Hurwitz,  Mat/i.  Annalen,  t.  \L\,  p.  85 
et  suiv. 

(2)  La  symétrique  d'une  figure  V  par  rapport  à  une  circonférence  c  est  I  inverse 
de  F,  quand  on  prend  pour  puissance  et  pour  pôle  le  carié  du  rayon  et  le  centre 
de  c. 
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opère  de  même  sur  tous  les  triangles  successivement  obtenus.  On 
divise  ainsi  la  partie  du  plan  au-dessus  de  (Xr  en  une  infinité  de 
triangles  circulaires,  de  côtés  orthogonaux  à  0.r,  et  devenant  infi- 
niment petits,  dans  tous  les  sens,  à  mesure  qu'on  se  rapproche  de  Ox. 

Chaque  triangle  a  ses  trois  angles  nuls;  les  trois  sommets  sont 
surOï,  sauf  cependant  dans  la  rangée  supérieure,  où  un  sommet  est 
à  l'infini. 

Toutes  ces  propriétés  sont  connues  ;  les  suivantes  le  sont  également  : 
nous  en  donnerons  de  brèves  démonstrations  en  vue  des  lecteurs  non 
familiarisés  avec  la  figure  modulaire,  dont  dérive  celle  de  Smilh. 

3.  Ne  considérons  d'abord  que  les  triangles  à  droite  de  Oy\  la 
symétrie  de  la  division  par  rapport  à  cet  axe  étend  d'elle-même  les 
résultats  à  ceux  de  gauche. 

Je  dis  que  : 

Les  abscisses  des  sommets  d'un  triangle  de  Smith  sont  trois  frac- 


tions irréductibles,  de  la  forme 


(') 

avec 
('  bis) 


El 


<1  -+-  <h 


[/>,  <h  /V  7o=o) 


P'h  —  '//>«  — ±  '• 
La  proposition  est  vraie  pour  T0,  de  sommets  -,-,-;  il  suffit  donc, 
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pour  l'établir  en  général,  de  montrer  que,  si  un  triangle  T  de 
Smith  (fig.  2)  admet  les  Irois  sommets  (t),  soient  A,  B,  C,  ses  symé- 
triques par  rapport  à  ses  côtés  ont  aussi  leurs  sommets  du  type  (i). 

Or,  on  trouve  aisément,  pour  les  sommets  des  symétriques  de  T, 
par  rapport  à  AC,  BG  et  AB,  les  abscisses  respectives 


P«          P  +  Po 

p  +  ipn 

fh        <i  +  7o 

Ç  +  ZÇo 

P  +  Po       f> 

2/>+Po 

<1  +  Ço        <1 

2  g  +  '/o 

El 

Ço' 

p  - 
'/- 

~  Po         P                    . 
1      —           ou   ( 

-  io      q 

') 

p 

—  J 

<7 

Po  —  P 

10—1 

El 

1o 

d'où  la  proposition  à  établir. 

■i.  Réciproquement,  si  les  trois  sommets  d'un  triangle  quel- 
conque 0  (à  côtes  circulaires  orthogonaux  à  O  x)  sont  du  type  (i), 
0  est  un  triangle  de  Smith. 

Observons  d'abord  que  des  symétries  faciles  conduisent,  à  partir 
de  T0,  au  triangle  de  sommets  °,  i,  -^—,  qui  est  dès  lors  de  Smith. 

Cela  posé,  on  peut  admettre,  sans  diminuer  la  généralité,  que /?>/?„, 
et,  par  suite,  q>q0;  le  symétrique  de  0,  par  rapport  au  côté  qui 
contient  les  sommets  p0  :  q0  et  p  :  q,  a  les  sommets 

Ei,    E,    P  ~  Pq 
<7o  '    q  '    q  —  qo' 

qui  sont  aussi  du  type  (i);  continuant  les  symétries,  on  arrive  à  un 
triangle,  0A,  dont  les  sommets  [toujours  du  type  (i)]  sont  : 

P*      p  —  (k  —  i)pa       />  —  kp0 
'/o'      q  —  (k—.i)qt>      q—kç,,' 

k  désignant  le  quotient  de  la  division  de  p  par/?0  ;  donc  aussi  de  q  par  q0, 
en  vertu  de  pq0  —  qp0  =  ±i. 


(')  Si  /<>/;„,  ce  qui  entraîne,  par(i  bis),  q>q0,  on  prendra- —  ;  si /;</>„, 

'I       7o 

on  prendra- .,  afin  d'avoir  toujours  des  numérateurs  et  dénominateurs  >o. 

70  '/ 
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Si  pt  =  p  —  kp0,  q,  =  q  —  kq„,  on  a  dès  lors 

Pi<Po,         Çi<(/o         et        Poli  —  9oPl  =  +  '  ; 
en  sorte  que  les  sommets  de  0A.  sont 

P±       Po        Pn  +  P\ 

q\         Ça         <7o  +  ^i 

On  poursuivra  les  symétries,  en  faisant  tenir  à  p0,  q0  et/),,  q{  les  rôles 
que  tenaient  tout  à  l'heure  p,  q  et  p0,  q0,  et  l'on  finira  par  arriver  à  un 

triangle,  0',  dont  un  sommet  sera  -  ou  -  ('). 

Dans  le  premier  cas,  les  sommets  de  0',  [toujours  du  type  (i)] 

seront 

r      r'      r  -+■  r1  ,  , 

-,     — ->     7  avec  r  =  o,  y  =  i; 

S         S  S  -h  s1 

et,  par  rs'  —  r's  =  ±  i ,  on  aura  /•  =  i ,  car  tous  les  termes  sont  positifs. 
Donc  enfin,  0'  a  pour  sommets 


o 


s       s 


il  est  donc  triangle  de  Smith,  comme  on  vient  de  l'observer  et  0, 
déduit  de  0'  par  des  symétries  successives,  a  la  même  propriété. 
Dans  le  second  cas,  les  sommets  de  0'  sont 

/•        r1        r+r'  , 

—,     —,      r  avec  / •_  i,  s':=o, 

S  S  5-1-5 

d'où  s  =  i  ;  0'  a  donc  les  sommets 

f 

-,     r,     i  •  + 1 

o 

et  coïncide  dès  lors  avec  un  des  triangles  de  Smith  de  la  première 
rangée.  De  là,  dans  tous  les  cas,  le  théorème  énoncé. 

Remarque.  —  Soient  p"  :  q"  et  p'  :  q'  deux  fractions  irréductibles 

(')  On  n'écrit  pas  —  ou—,  parce  que  />,  '.  qi  se  présente  toujours  sons  forme 
(l'une  fraction  irréductible. 
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telles  qaep'q"  —  q'p"  =  ±  i  ;  supposons p'>p"  et  gr'>  q".  11  y  a  deux 
triangles  de  Smith  qui  ont  pour  côté  la  demi-circonférence  décrite 
sur  le  segment  des  points p'  :  q"  et//;  q'  comme  diamètre;  l'un  a  pour 
troisième  sommet  le  point  (p'  +p")  ;  (q'  +  q")  et  est  intérieur  à  la 
demi-circonférence  précédente;  l'autre  lui  est  extérieur et  a  pour  troi- 
sième sommet  le  point  {p'  —  //')  ;  (y'  —  q"). 

6.  Application  d'une  substitution  modulaire.  —  i"  Soit  T  le 
triangle  de  sommets  (i),  avec  pq0  -  qp0=  Y]  (y]  =  ±  i);  la  substi- 
tution modulaire 

q  ç  -t-  *i  q0 

change  z  =  p  :  y,  />„  ;  q0,  (p  +  p0)  :  (q  +  gr0)  en  Ç  =*,  o,  yj;  la  substi- 
tution modulaire  Ç  =  Ç'h-yj  change  Ç  =  oc,  o,  y;  en  'C'  =  oo,  —  y],  o. 
Donc  : 

On  peut  toujours  transformer  un  triangle  donné,  T,  rfe  S////7// 
en  T0,  pa/'  u«e  substitution  modulaire,  S0. 

2°  Appliquons  à  T  une  substitution  modulaire  quelconque,  S; 
mettons  d'abord  celle-ci  sous  la  forme  S0(S;'  S),  et  soit 

(2)  -=-? î         {ad—  bc  =  i) 


la  substitution  modulaire  S"1  S. 

S0  change  T  en  T0  ;  S;1  S  change  T0  en  un  triangle  0,  de  côtés 
circulaires  et  orthogonaux  à  O./;,  et  de  sommets  [transformés  par  (2) 
de'C  =00,  o,  ij 

_  a     b     a  -h  t> 

z  —  —  '  1  ' 7  ' 

c    a     c  -+-  a 

qui  sont,  du  type  (1),  en  sorte  que  0  est  triangle  de  Smith.  Donc  : 

Toute  substitution  modulaire  échange  entre  eux  les  triangles  de 
Smith,  c'est-à-dire  n'altère  pas  la  division  de  Smith. 

(>.  Le  triangle  T0  est  transformé  en  lui-même  par  les  deux  substi- 
tutions modulaires 
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qui,  en  effet,  à  £  =  co,  o,  i  font  correspondre  respectivement 

s  =  o,  i,  oo         el         «  =  i,  oo,  o. 

Il  en  résulte  aisément  qu'on  peut  toujours  trouver  une  et  une  seule 
substitution  modulaire  changeant  un  triangle  T,  de  Smith,  en  T0  et 
un  sommet  donné  de  T  en  un  sommet  donné  de  T0. 


Fractions  continues  en  général. 

7.  Interprétation  géométrique.  —  Soit  co  une  quantité  irralion- 
lionnelle  et  positive  ;  traçons,  dans  le  demi-plan,  la  demi-droite  x  =  m 
(Jig.  3),  et  suivons-la  déco  à  w  :  dans  ce  mouvement,  nous  traversons 

Fie.  3. 


des  triangles  de  Smith  successifs;  nous  appellerons  pointe  (par  rapport 
à  la  droite)  d'un  triangle  traversé,  T,  le  sommet  de  ce  triangle  où 
aboutissent  les  deux  côtés  de  T  que  coupe  la  droite.  Par  exemple,  dans 
la  figure  3,  la  droite  traverse  les  triangles  T,  T,,  T2,  dont  les  pointes 
respectives  sont  A,  A,  D. 

Le  premier  triangle  T',  traversé  par  la  droite,  est  un  de  ceux  de  la 
première  rangée;  ses  sommets  sont  ce  ,  cz  et  a -h  i,  où  a  est  le  plus 
grand  entier  contenu  dans  co;  et  il  y  a  ambiguïté  sur  la  pointe  :  nous 
conviendrons  de  dire  que  la  pointe  de  T'  est  le  sommet  d'abscisse  a. 

Pour  les  triangles  suivants,  il  n'y  aura  plus  aucune  ambiguïté; 
enfin,  co  étant  irrationnel,  le  nombre  des  triangles  traversés  sera 
infini,  car  tous  les  sommets  ont  des  abscisses  rationnelles  el  co,  dès 
lors,  ne  peul  être  un  sommet. 


I 

a 

El 

El, 

p" 

£., 

£ 

o 

i  ' 

q% 

73' 

?'' 
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Cela  posé,  considérons  les  pointes  des  triangles  successivement 
traversés  par  la  droite  x  =  co,  et  écrivons  leurs  abscisses  successives; 
si  une  pointe,  d'abscisse  p  :  q,  se  présente  A-  fois  de  suite,  au  lieu 
d'écrire  t  fois  de  suite^  :  q,  nous  ne  l'écrirons  qu'une  fois. 

Enfin,  en  tête  de  cette  liste  des  abscisses,  plaçons  1  :  o,  ce  qui  rappel- 
lera le  sommet  =0  de  T",  par  lequel  passe  la  droite. 

Nous  obtenons  ainsi  de  suite 

(S) 

qui  commence  par  1  :  o  et  a  :  1,  comme  la  suite  ordinaire  des  réduites 
de  co  (déduites  du  développement  de  co  en  fraction  continue). 

Or  je  dis  que  c'est  là  une  loi  générale,  c'est-à-dire  que  la  suite  (S) 
coïncide  avec  celle  des  réduites  successives  de  co. 

8.  Il  suffit  de  prouver  que,  si  la  proposition  est  vraie  jusqu'au 
terme  p'  :  q',  inclusivement,  elle  est  vraie  aussi  pour  le  terme  suivant, 
c'est-à-dire  que  p  :  q  est  la  réduite  de  co  cjui  suit  p'  ;  q'. 

Observons  d'abord  que  si  la  droite  x  =  co  traverse  un  triangle  de 
sommets  p,  :  qn  p2'.q3,  (p,  ■+-  p2)  :  (q,  -+-  q2)  et  dont  p,  =  q,  est  la 
pointe,  co  est  compris  entre  pt  ;  q,  et  (pt  -h  p.,)'.  (q<  +  a-i)'i  récipro- 
quement, si  cette  condition  est  satisfaite,  la  droite  traverse  le  triangle, 
avec  la  pointe  p{  :  q,  (les  ph  qt  sont  supposés  ^o). 

La  droite,  suivie  de  ^c  à  co,  après  avoir  traversé  un  dernier  triangle 
de  pointe  p"  \  q",  pénètre  dans  un  premier  triangle,  T',,  de  pointe  p'  :  q'; 
le  passage  se  fait  à  la  traversée  de  la  demi-circonférence  y  décrite  sur 
le  segment  p"  :  q" -  — p'  :  q'  comme  diamètre  {voir  figure  3,  où  la 
droite  passe  de  T,,  triangle  de  pointe  A,  à  T2  triangle  de  pointe D). 

Donc  T',  est  le  triangle  intérieur  à  y,  de  sommets  p"  :  q"  et  /)':  q' ; 
les  abscisses  de  ses  sommets  sont  donc  (Remarque  du  n"  i) 

pn      p'  +  f       p< 

q"         <l'+q"         q" 

et  ces  quantités  sont  rangées  soit  dans  Vordre  croissant,  soit  dans 
V ordre  décroissant.  De  plus,  en  vertu  d'une  observation  précédente, 
co  est  nécessairement  entre  les  deux  dernières  quantités. 
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Supposons  que  la  droite  traverse  h  triangles,  T",,  T"2,  ...,  T"/(,  de 
pointe  p'  :  q' '  ;  on  voit  de  suite  que  les  sommets  de  T',  sont,  dans  un  ordre 
croissant  ou  décroissant, 

T,  p'  +  p"      ip'  +  p"      p[_ 

K     2>  q'+q"'      *q'  +  q"'       q" 

et  ceux  de  Th,  toujours  dans  un  de  ces  deux  ordres, 
(A  —  i)p'+p"      hp'+p"      // 


(T'; 


{h  —  i)q'-h  q"        hq'  -+-  q"        q' 


Enfin,  co  est  entre  les  deux  dernières  quantités  écrites.  Mais  il  n'est 

pas  entre 

/,'     ei     {k  +  i)p'+p\ 


q'  (h-i-l)q'-^q'" 

car,  autrement,  la  droite  traverserait  encore  un  triangle  de  pointe  p'.q', 
à  savoir  celui  qui  aurait  pour  sommets  les  quantités  de  la  ligne  (TA), 
dans  lesquelles  on  remplacerait  h  par  h  ■+- 1 . 

De  là  une  définition  algébrique  de  //  :  c'est  le  plus  grand  entier 
(positif)  tel  que 

P-     et      V  +  y°" 


q1  hq'-hq' 

comprennent  co;    et  nous  avons  d'ailleurs  appelé   h  le   nombre  des 
domaines  de  pointe  p'  \  q',  traversés  par  la  droite  x  =  co. 

Enfin,  après  la  traversée  de  T),,  la  droite  pénètre,  par  hypothèse, 
dans  un  triangle  de  pointe  p  :  q;  il  est  clair  que  cette  pointe  est  le 
sommet  milieu  de  T^  (c'est-à-dire  celui  compris  entre  les  deux  autres), 
donc  le  sommet  (/ip' -+- p")  :  (hq' -4-  q"),  et  l'on  a  dès  lors  (puisque  p 
et  q  sont  >oet  premiers  entre  eux) 

(3)  P  =  /ip'+p",        q  =  hq'  +  q'', 

h  étant  l'entier  ci-dessus  défini. 

D'autre  part,  par  hypothèse,  p"  ;  q"  et  p'  :  q'  sont  deux  réduites 
consécutives  de  co;  la  suivante,  V  ;  Q,  est  donnée  par 

Cil  P     --kp'-hp",  Q^kq'+q», 

où  k  est  le  quotient  incomplet  qui  sait  la  réduite  p' ;  q',  c'est-à-dire 
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que,  pour  calculer/)':  q',  on  s'arrête  dans  la  traction  continue  co,  au 
quotient  incomplet  A,  exclusivement. 

Mais  c'est  une  propriété  classique  des  réduites  que  co  est  compris 
entre  P  :  Q  et  (P  -+-  p')  :  (Q  -+-  q'),  c'est-à-dire  entre 

-  /.//  +  //'  (/.-  +  .)  p'  +  p" 

l°;  kq'+tj»  CA  +  l)7'-+-9"' 

et  aussi  entre  p'  ;  q'  et  P  :  Q,  c'est-à-dire  entre 

(6)  BL     ei      *P'  +  P". 

W  g'  kq'+q" 

Donc,  évidemment,  k  est  le  plus  grand  entier  positif  tel  que  wsoit 
compris  entre  les  deux  quantités  (G);  car  la  seconde  des  quantités  (5) 
est  plus  rapprochée  de  p'  :  q'  que  la  première. 

Par  suite,  k  =  A;  et  les  relations  (4)  et  (3)  donnent  P  =  p,  Q  =  q, 
c'est-à-dire  que  p  :  q,  de  la  suite  (S),  est  la  réduite  de  co  qui  vient 
après  p'  ;  q'.  c.  o.  F.  D. 

De  là  ces  conséquences  : 

i).  Théorème  fondamental.  —  I.  Dans  la  division  de  Steplicn  Smith . 
les  abscisses  des  pointes  distinctes  des  triangles  que  traverse  succes- 
sivement la  droite  x=  co,  suivie  de  ce  à  co,  forment  une  suite  qui 
coïncide  avec  celle  des  réduites  successives  de  co. 

II.  Le  quotient  incomplet  qui  suit  une  réduite  p  :  q  ^c'est-à-dire 
celui  auquel  on  s'arrête,  exclusivement,  dans  la  fraction  continue  pour 
obtenir  la  réduite)  est  égal  au  nombre  de  ceux  des  triangles  de  Smith 
traversés  par  la  droite,  qui  ont  p  :  q  pour  pointe  (conséquence 
de  k  =  h). 

La  seconde  proposition,  toutefois,  ne  s'applique  pas  au  premier 
terme,  i  :  o,  de  la  suite  des  réduites. 

10.  Cas  où  co  est  négatif.  —  Les  conclusions  subsistent,  à  cause  de 
la  symétrie  de  la  division  de  Smith  par  rapport  à  Oy;  il  faut  seulement 
mettre  le  signe  —  devant  la  fraction  continue  qui  donnerait  |co|,  ce 
cpii  conduit  à  des  réduites  négatives,  les  quotients  incomplets  conti- 
nuant à  être  positifs. 
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11.  Cas  où  co  est  rationnel.  —  La  théorie  précédente  subsiste 
encore,  seulement  la  suite  des  pointes  s'arrête  à  un  dernier  terme, 
qui  est  co. 

Faisons  maintenant  quelques  applications  à  des  questions  connues, 
pour  montrer  combien  notre  interprétation  facilite  les  raisonnements. 

Applications  générales. 

12.  Soient  co  et  O  deux  irrationnelles,  telles  que 

.     .  _        <7  eo  -t-  6  ,,  ,.  ,,  ,. 

(7)  £>— —  (a.  b,  c,  a  entiers  et  ad — wc  =  ±i); 

'  c  co  -+-  cl 

on  sait  que  les  fractions  continues  qui  représentent  co  et  O  finissent 
par  avoir  les  mêmes  quotients  incomplets,  et  dans  le  même  ordre  ('). 

L'interprétation  rend  le  théorème  évident. 

Soit  d'abord  ad  —  bc  =  -f-  1,  et  supposons  a>  et  ù  positifs,  pour 
simplifier  le  langage.  Désignons  par  S  la  substitution  modulaire  (7), 
qui  change  co  en  il,  et,  en  général,  si  elle  change  a  en  A,  écrivons 
A  =  aS.  Elle  transforme  la  demi-droite  x  =  co  en  une  demi-circon- 
férence, C,  orthogonale  à  Oa;  et  passant  par  le  point  d'abscisse  ù 
sur  Ox. 

Si  la  droite,  suivie  de  co  à  co,  traverse  successivement  h,  triangles 
de  pointe  p{  :  y,  ;  ...  ;  //„  triangles  de  pointe  p„;  qH\  ...,  C,  suivie  dans  le 

sens  qui  aboutit  à  O,  traversera  h,  triangles  de  pointe  — S;  ...;  //„ 
triangles  de  pointe  —  S;  . . . ,  ces  dernières  pointes  étant  prises  par 

Çn 

rapport  à  C  (2). 

D'autre  part,  il  est  évident  géométriquement  que,  si  l'on  suit  C  et 
sa  tangente  au  point  ù,  en  se  dirigeant  vers  ce  point,  la  tangente  et  C 
finissent  par  traverser  les  mêmes  triangles  de  Smith,  et  avec  les 
mêmes  pointes  respectives  par  rapport  à  C  et  par  rapport  à  la  tangente. 

(')    Voir,  par  exemple,  Skrret,  Algèbre  supérieure,  t.  I,  11°  16. 

('•)  La  pointe  d'un  T par  rapport  à  G  se  définit  comme  la  pointe  par  rapport  à 
la  droite  :  c'est  le  sommet  de  T  où  aboutissent  les  deux  côtés  de  T  que 
coupe  C. 
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Il  résulte  dès  lors  de  ce  qui  vient  d'être  dit  que  la  demi-droite  x  =  coet 
la  demi-droite  x  =  il,  suivies  de  ce  à  w  el  de  ce  àO,  finiront  par  tra- 
verser, la  première  hv  triangles  de  pointe  pt:qn  A,H  triangles  de  pointe 

/>v-m:?v+m  elc->  et  la  seconde  Av  triangles  de  pointe  ^S,  etc.;  ou 
encore  les  11,  finissent  par  être  les  mêmes  pour  les  deux  droites,  ce 
qui  établit  le  théorème,  puisque  ce  sont  aussi  les  quotients  incomplets 
des  fractions  continues  donnant  (oetfi('). 

Soit  ensuite  ad  -  bc  =  —  i  ;  il  suffit  de  poser  û  —  —Q,',  et  le  théo- 
rème s'applique  à  oj  et  £2';  comme  d'ailleurs  les  quotients  incomplets 
sont  les  mêmes  pour  ù  et  il'  (n°  10),  le  théorème  est  vrai  pour  oj 
et  il.  c.  Q.  F.  D. 

13.  Problème.  —  Une  fraction  irréductible  donnée,  p  ;  q,  est-elle, 
oit  non,  une  réduite  de  ml 

Pour  qu'elle  soit  une  réduite,  il  faut  et  suffit  que  p  :  q  soit  la 
pointe  d'un  triangle  traversé  par  x  =  to;  il  faut  et  suffit  donc  (n°  8) 
qu'on  puisse  trouver  p'  et  q',  entiers  positifs  premiers  entre  eux, 
tels   que   pq'  —  pq'  =  ±  i ,    et    que    oj    soit    compris    entre   p  :  q    et 

(p  +/>'):  (?  +  ?')■ 

Donnons-nous  à  volonté  Y]  =  ±  i ,  et  cherchons  la  solution  générale, 
en/)',  q',  de  /jy'  —  qp'  =  t\.  Soit  y'0  est  /a  solution,  comprise  entre  o 
et  q,  de  la  congruence  ^'0  =  ï](mod  gr);  on  peut  écrire pq'0  —  qp'0  =  fl, 
et  p'0  est  évidemment  positif;  alors  la  solution  générale  cherchée  est 

X  étant  un  entier,  qui,  en  vertu  de  o  <  /y'()  <  y,  doit  être  au  moins  zéro 
pour  que  p'  et  y'  soient  positifs. 

Ecrivons  maintenant  que  co  est  entre  p  :  q  et  (p  -+-  p')  :  (y  -+-  q'  ); 


(')  La  démonstration  prouve  que,  à  partir  d'un  certain  rang,  les  réduites  de  il 
sont  les  transformées  par  S  des  réduites  de  <o,  c'est-à-dire 

P  ap  -t-  bq 

<v>    ~  ejo  -+-  dq 
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cela  donne  l'inégalité 


/'  \  /         Pi-t-f-P 


il,  égal  à  X  h-  i ,  étant  un  entier  au  moins  égal  à  i . 

D'autre  part,  posons 

p       ds 

e,  égal  à  ±  i,  étant  du  signe  de  (p  '.  q)  —  co,  en  sorte  que  0  >  o;  en 
portant  cette  valeur  de  a>  dans  (8),  on  trouve,  après  suppression  de 
facteurs  positifs,  et  en  utilisant  pq'u  —  qp'a  =  yj, 

r— <  o. 

Cela  exige  d'abord  que  ir\  (qui  est  ±  i)  soit  -+- 1,  ou  Y]  =  e;  il  vient 
donc 

9(q<>+i>-q)<9i 

et,  pour  qu'on  puisse  vérifier  cette  inégalité  avec  un  entier  u.,  au  moins 
égal  à  i,  il  faut  cl  il  suffit  qu'on  ait 

q  +  go 
Telle  est  la  condition  nécessaire  et  suffisante,  pour  que  p  \  q  (frac- 
tion irréductible)  soit  une  réduite  de  eu;  0  désigne  q-  —  —  a>  ,  et  q'0\a 
plus  petite  solution  positive  ('  )  de  la  congruenceyoy'0s^  e(mody),  où  e, 
égal  à  ±  i,  a  le  signe  de—  —  w. 

14.  Remarque.  —  Si,  au  lieu  de  la  pointe  d'un  T  traversé  par  la 
droite  x=  w,  on  prenait  l'abscisse  du  sommet  médian  de  ce  T  (c'est- 
à-dire  du  sommet  compris,  sur  Ox,  entre  les  deux  autres),  on  aurait 
une  suite  de  fractions,  tendant  évidemment  vers  co,  et  qui  forment  la 

(')  Voir  Legendre,  Théorie  des  nombres,  n°9,  où  la  condition  esl  donnée  sous 
Aine  fo  nue  équivalente, 
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suite  de  Farey,  étudiée  par  M.  Hurwitz  {Math.  Ann.,   t.  XLIV, 
p.  417). 

Nombres  quadratiques. 

13.  Nous  insisterons  principalement  sur  la  réduction  en  fraction 
continue  d'un  nombre  quadratique  (positif),  et  nous  retrouverons 
très  simplement  les  propositions  fondamentales  de  cette  théorie. 

Soit 

(9)  flU!+2i(i)  +  C=0 

une  équation  à  coefficients  a,  b,  c,  entiers  et  sans  facteur  commun, 
ayant  une  racine,  a>,  réelle,  irrationnelle  et  positive. 

Si  co'  est  la  seconde  racine,  considérons  la  demi-circonférence,  C, 
décrite  sur  le  segment  coco'  comme  diamètre;  son  équation  est 

(10)  a(xi  +  y")  ■+■  ibx  -+-  c  .—  o. 

Suivons  C  dans  le  sens  qui  aboutit  au  point  eu  (de  Ou;),  et  consi- 
dérons les  IrianglesT  de  Smith  qu'elle  traverse,  ainsi  que  leurs  pointes 
par  rapport  à  C.  Pour  abréger  le  langage,  nous  appellerons  ordre 
d'une  pointe de  nombre  des  T  qui  admettent  cette  pointe  (par  rapport 
à  C)(').  Le  raisonnement  fait  au  n°  12  montre  que  Cet  la  droite  x  =  eu 
(qui  touche  C  en  w)  finissent,  quand  on  les  suit  en  se  dirigeant 
vers  co,  par  traverser  les  mêmes  T,  avec  les  mêmes  pointes  et  les 
mêmes  ordres  pour  ces  pointes  (par  rapport  à  C  et  à  la  droite). 

10.  Or,  je  dis  que,  quand  on  considère  C,  les  ordres  des  pointes 
forment  une  suite  périodique. 

Cela  résulte  de  la  théorie  classique  des  formes  quadratiques. 

En  effet,  la  forme  indéfinie  aX3  -+-  2  />XY  -t-  c  Y-,  ou  (a,  b,  c),  admet 
en  elle-même  une  substitution  (fondamentale)  S,  de  déterminant  1, 
dont  toutes  les  autres  substitutions  analogues  sont  des  puissances 
positives  ou  négatives;  la  substitution  modulaire  correspondante,  que 
nous  désignerons  aussi  par  S,  change  en  elle-même  la  demi-circon- 
férence C,  qui  est  dite  représentative  de  («,  b,  c);  nous  achèverons  de 

(' )  Il  est  évident  géométriquement  que  les  T  de  pointe  donnée  traversés  par  G 
le  sont  l'un  à  la  suite  immédiate  de  l'autre. 
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préciser  S,  c'est-à-dire  nous  distinguerons  entre  S  et  S~',  en  prenant 
pour  S  celle  de  ces  deux  substitutions  qui  change  un  point  m  (d'ailleurs 
quelconque),  de  C,  en  un  point  compris,  sur  C,  entre  a>  et  m. 

Cela  rappelé,  soitT,  un  triangle  de  Smith  traversé  par  C  (');  comme 
S  change  les  T  en  T  et  C  en  elle-même,  on  voit  que  C  traversera  T,  S, 
triangle  transformé  de  T,  par  S. 

Soient  alors  T,,  T2,  . ..,  Tr  les  triangles  successifs,  en  nombre  évi- 
demment fini,  que  traverse  C  avant  d'arriver  à  T,  S  ;  il  est  clair  que 
C  traversera  ensuite  les  triangles  T, S,  T2S,  ...,  TrS;  puis  les 
T,  S%  . . .,  TrS2,  ...  et  ainsi  de  suite. 

Les  triangles  T,,  . ..,  Tr  donnent  lieu  (par  rapport  à  C)  à  «  pointes 
distinctes 

(,,\  Pi  Pi  Pn  (  i 


avec  les  ordres  respectifs  ht ,  h3,  ...,  hn,  et  la  somme  h,  +  ...  +  ha  est 
évidemment  égale  à  r  (2). 

De  même  les  T,  S,  ...,  TrS  donnent  les  pointes  distinctes 

(12)  ^s,    ...,   £s s, 

?i  9* 

avec  les  mêmes  ordres,  h,,  h2,  . . .,  hn  :  car  si  C  traverse  //,  triangles 
de  pointe  p{  :  q,,  il  est  évident  que  CS,  qui  est  C,  traverse  h,  triangles 

de  pointe  —S. 

Il  en  résulte  immédiatement  la  proposition  énoncée,  c  est- 
à-dire  que  les  ordres  des  pointes  des  triangles  traversés  par  C  forment 
une  suite  périodique;  la  période  est  h,,  h2,  . ..,  hn,  et 

(i3)  •  ht  +  ht  +  ...-hh„  =  r. 

17.  De  là  se  déduit  immédiatement  le  théorème  de  Lagrange. 
En  effet  :  i°  les  triangles  traversés  par  C  et  par  la  droite  x  =  co 
finissent  par  être  les  mêmes,  ainsi  que  les  pointes  et  les  ordres  de 

(')  Four  éviter  toute  difficulté  de  langage,  on  supposera,  ce  qui  est  toujours 
possible,  T,  choisi  de  telle  sorte  que  sa  pointe  (par  rapport  à  C)  ne  soit  pas  la 
même  que  celle  du  dernier  triangle  que  C  traverse  avant  Tf. 

(*)  Car,  en  vertu  de  la  note  précédente,  le  triangle  T,S,  qui  suitT,.,  n'a  pas 
l,i  même  pointe  que  T,.,  par  rapport  à  C. 
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celles-ci  par  rapport  à  ces  deux  lignes  (n°  lii);  2°  pour  C,  les  ordres 
forment  une  suite  périodique. 

Donc,  pour  la  droite,  les  ordres  des  pointes  finissent  (quand  on 
tend  vers  w  sur  la  droite)  par  former  une  suite  périodique,  et,  comme 
ces  ordres  des  pointes  sont  (nos  iiî  et  9)  les  quotients  incomplets  de  la 
fraction  continue  qui  représente  co,  on  voit  que  : 

Toute  irrationnelle  quadratique  est  dévcloppable  en  fraction 
continue  périodique. 

Nous  reviendrons  plus  bas  (n°  19)  sur  l'équation  (i3),  et,  au  n0<25, 
sur  les  expressions  (n)  et  (12)  des  pointes  de  la  première  et  de  la 
seconde  période. 

18.  Détermination  de  la  période  minirna.  —  Supposons  d'abord 
que  a),,  développé  en  fraction  continue,  se  présente  sous  une  forme 
périodique  simple,  et  mettons  en  évidence  la  période  minirna  : 

«  =  (/.■„*.,  ...,  A-v;/m,  kt,   ...,  A-v;  ...). 

Si  p,  :  qt,  p.;  q3,  ....  p.,  :  q:,  sont  les  v  premières  réduites  (en  ne 
tenant  pas  compte  de  1  :  o),  on  a  évidemment 

(14)  co  = 


et 

(l5)  pv^v-l—  ÇvPv-i  =  ±t. 

Appelons  S  la  substitution    s,— — ^^ 
Distinguons  maintenant  deux  cas  : 

i°  p„Çv-t  —  q<tP'i-[  =  -+•  '  1  c'est-à-dire  (pic  S  est  modulaire;  donc 
S  est  une  puissance  de  S,  puisque,  en  vertu  de  (i4)>  c"e  change  u> 
en  w,  donc  aussi  0/  en  0/,  C  en  C,  et  la  forme  (a,  b,  c),  qui  a  pour 
racines  10  et  m',  en  elle-même.  Mais  évidemment  S2,  considérée 
comme  transformation  de  C  en  elle-même,  conduirait  à  une  période 
qui  serait  deux  fois  la  période  correspondant  à  S,  en  sorte  que  la 
période  minima  est  celle  qui  correspond  à  S,  c'est-à-dire  celle  trouvée 
au  n"  l(>;  et  l'on  aS=  S*1. 

2°   Pw°t-i  —  ÇvP\-i  =  —  i)  et  ï  n'est  pas  modulaire.   En  ce  cas, 

Journ.  de  Math.  (7*  série),  lomc  II.  —   Kasc.  Il,  191G.  l'> 
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co  admet  donc  en  lui-même  la  transformation  linéaire  (i/|),  à  cocff- 
cients  entiers,  et  de  delà  minant  — i,  c'est-à-dire  que  co  équivaut 
modulairement  à  —  co. 

On  sait  alors,  par  la  théorie  de  l'équation  de  Pell,  que  toutes  les 
transformations  telles  que  (14)  (quand  elles  existent)  sont  les  puis- 
sances impaires  de  l'une  d'entre  elles,  S0  ;  les  puissances  paires  de  I0 
ont  le  déterminant  -+- 1,  et  S  =  £;;. 

Or  je  dis,  inversement,  que  l'existence  de  20  entraîne  pour  co  une 
période,  qui  est  alors  la  moitié  de  la  période  entraînée  par  S,  c'est- 
à-dire  de  celle  du  n"  10. 

Méprenons  en  effet  la  demi-circonférence  C,  et  les  triangles  succes- 
sifs qu'elle  traverse  à  partir  de  T(,  quand  on  la  suit  vers  w  : 

I   T             T  T   • 

(i6)  T,S T,S; 


Il  est  clair  que,  si  l'on  fait  suivre  Z0  d'une  symétrie  par  rapporta 
l'origine,  on  obtient  une  substitution  modulaire  ;  il  en  résulte  que  10 
change  la  division  de  Smith  en  sa  symétrique  par  rapport  à  o,  ou,  si 
l'on  veut,  en  sa  symétrique  par  rapport  à  l'axe  Ox  (car  la  division 
elle-même  est  symétrique  par  rapport  à  Oy). 

Soit  alors  8  l'opération  £0  suivie  d'une  symétrie  par  rapport  à  Ox 
(ce  n'est  pas  une  substitution  automorphe)  ;  elle  change  en  elle- 
même  la  division  de  Smith;  elle  change  également  co  en  co,  par  (i4), 
donc  aussi  co  en  co'  et  la  demi-circonférence  C  en  elle-même,  et  l'on 
reconnaît  aisément  que,  si,  sur  Celle  rapproche  ou  éloigne  un  point  m 
de  co,  il  en  est  de  même  de  ses  puissances  positives  et  réciproquement. 
Mais  s'J='S,  évidemment,  en  sorte  que  S,  appliquée  à  C,  rapproche 
de  co,  su/-  C,  tout  point  de  C. 

D'autre  part,  en  vertu  de  ce  qui  précède,  le  transformé  T,8  de  T, 
est  un  triangle  traversé  par  C;  on  le  rencontre,  en  suivant  C  vers  co  à 
partir  deT,,  après  T,,  niais  avant  T,Sa  ou  T,S;  donc  T,  s  est  un 
des  T  de  la  première  ligne  (16),  soit  Ty.  Même  raisonnement  pour  T2; 
mais,  puisque  T,  et  Ta  sont  adjacents*  il  en  sera  de  même  de  T,  s  et 
Ï2-S,  c'est-à-dire  que  T,-S  —  T,+l,  etc.  On  en  conclut  nécessairement 
que  la  première  ligne  de  (iG)  s'écrit 

T„    T,„     ....    Tpj        Trs,     ...,    'lys, 
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car  on  ne  peut  pas  continuer  par  T,.^2,  puisque  s2  =  S,  et  qu'on  retom- 
berait sur  la  seconde  ligne.  On  reconnaît  ensuite  géométriquement, 
comme  au  n°  16,  que  la  série  des  ordres  des  pointes  successives  (' ) 
des  triangles  T,,  T,,  ...,  Tp  se  reproduit  exactement  pour  T,s,  ..., 
Tç,S;  en  sorte  que  la  période  trouvée  au  n°  16  n'est  pas  ici  la  période 
minima,  mais  le  double  de  celle-ci. 

19.  Si  co  ne  se  présente  pas  sous  forme  périodique  simple,  soit  s  le 
premier  de  ses  quotients  complets  possédant  cette  propriété;  on  a 

(17)  m—  „         „!         (A,  ...,  B' entiers  et  AB'—BA'  =  ±t), 

B  5  ■+-  B 

et,  par  suite,  il  résulte  de  (17)  que  si  z  admet  en  lui-même  une  trans- 
formation homographique  à  coefficients  entiers,  de  déterminant 
e(e  =  ±i),  il  en  est  de  même  de  co,  et  réciproquement.  Donc,  sans 
difficulté  et  d'une  manière  générale  : 

i°  Si  co  n'équivaut  pas  modulairement  à  —  co,  la  période  minima 
dans  ta  fraction  continue  qui  représente  co  est  celle  trouvée 
au  n°  16. 

20  Si  co  équivaut  modulairement  à  —  co,  la  période  minima  est 
la  moitié  de  celle  du  n°  16. 

Rappelons  que  la  période  du  n"  16  est  formée  par  les  ordres  des 
pointes  des  triangles  T,,  Ta,  ...  traversés  successivement  par  C,  qu'on 
suit  de  co'  vers  co,  depuis  le  triangle  initial  T,,  jusqu'à  son  transformé 
par  S  (S  est  la  substitution  modulaire  fondamentale  qui  change  co 
en  co). 

Enfin,  en  appelant  arc  de  C  la  portion  découpée  sur  C  par  un  T,  et 
disant  que  les  arcs  découpés  par  T,,  Ta,  ...,  T,,  jusqu'à  T,S  exclusi- 
vement, forment  une  période  d'arcs  dans  le  champ  de  Smith,  nous 
pouvons  donner  à  l'équation  (i3)  l'énoncé  suivant  : 

Le  nombre,  r,  des  arcs  d'une  période,  dans  le  champ  de  Smith,  est 


P 
<] 
n'est  autre  chose  que  \,  suivie  d'une  ^\  métrie  par  rapport  à  Oa 


(')  Si  —  esi  la  poinie  de  T,  celle  de  TS  sera  évidemment  -i„.  Duisaue  s 

7  '/        ' 
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égal  à  la  somme  des  quotients  incomplets  de  la  période  minirna, 
dans  la  fraction  continue  qui  représente  oj,  ou  au  double  de  cette 
somme,  selon  que  œ  n'équivaut  pas  ou  équivaut  modulairemenl 
à  —  a>. 

Cette  proposition  sera  fondamentale  dans  un  problème  traité  ci- 
après  (n°  24). 

20.  Remarque.  —  En  admettant  toujours  que  cd  vérifie  l'équation 

(9)  (îO)!+aA(ii-(-c  =  o         (a,  b,  c  premiers  entre  eux), 

en  posant  D  =  b'2  —  ac,  cl  désignant  par  a  le  plus  grand  commun 
diviseur  de  a,  ib,  c,  on  sait  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  w  équivale  modulairement  à  —  co  est  que  l'équation 
z'2  —  DO2  =  —  a2  soit  soluble  en  nombres  entiers  /  et  0. 

21.  L'interprétation  géométrique  montre  immédiatement  que, 
si  T  est  le  premier  triangle  de  Smith  traversé  à  la  fois  par  la  demi- 
circonférence  C  et  par  la  demi-droite,  x=w,  avec  la  même  pointe  p;q 
pour  les  deux,  lignes,  la  période,  dans  la  fraction  continue  w,  com- 
mence soit  avec  le  quotient  incomplet  qui  suit  la  réduite  p  :  q,  soit 
avec  le  quotient  incomplet  suivant. 

Une  étude  plus  précise  conduit  aisément  à  ces  propositions  : 

i°  Pour  que  la  fraction  continue  qui  représente  10  ne  renferme 
qu'un  terme  non  périodique  (lequel  est  alors  l'entier  maximum,  a, 
contenu  dans  co),  il  faut  et  il  suffit  que  C  pénètre  dans  le  triangle  qui  a 
pour  sommets  oo,  a,  a-t-i,  avec  la  pointe  a,  et  ait  traversé  un  triangle 
au  moins  de  pointe  00  (ces  pointes  étant  prises  par  rapport  à  C).  Sous 
une  autre  forme,  il  faut  et  il  suffit  que  oj'  [seconde  racine  de  (g)]  soit 
inférieure  à  a—  1,  ou  encore  qu'il  y  ail  au  moins  deux  entiers 
cuire  0/  et  co. 

Toutefois,  si,  entre  0/  et  w,  il  y  a  exactement  a  -t-  1  entiers,  a  +  1 
étant  au  moins  égal  à  deux,  c'est-à-dire  a  étant  >  1 ,  la  fraction  sera 
périodique  simple,  et  réciproquement. 

Cela  revient  à  dire  que  w  est  >  1  et  que  w'  est  compris  entre  —  1 
et  o,  résultat  bien  connu. 
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2°  Dans  tous  les  autres  cas,  c'est-à-dire  quand  il  y  a  moins  de  deux 
entiers  entre  oj'  et  co,  si  T  est  le  premier  triangle  traversé  à  la  fois  par  C 
et  la  droite  avec  la  même  pointe,  p  :  q,  et  si  II  est  le  quotient  incom- 
plet qui  suit  la  réduite  p  ;  q,  la  période  commence  avec  le  quotient  in- 
complet qui  vient  après  h. 

22.  Seconde  racine.  —  Si  la  seconde  racine,  co',  de  (9)  est  positive, 
on  aura  son  développement  en  suivant  C  en  sens  inverse,  c'est-à-dire 
de  co  vers  co'.  On  traverse  alors  les  mêmes  triangles  de  Smith,  mais 
dans  l'ordre  inverse;  la  série  des  ordres  de  leurs  pointes  est  donc  la 
même  que  pour  co,  mais  inversée,  c'est-à-dire  que  la  période  des 
quotients  incomplets  de  co'  est  la  période  analogue  de  co,  retournée. 
L'interprétation  géométrique  a  rendu  ainsi  évidente  cette  proposition 
classique  de  Galois. 

25.  Réduites  homologues.  —  Nous  appellerons  ainsi  les  réduites 
qui  précèdent  un  même  quotient  incomplet  de  la  période  minima, 
dans  les  périodes  successives  à  partir  de  la  première. 

Supposons  d'abord  co  non  équivalent  modulairement  à  —  eu  ;  il 
résulte  de  la  comparaison  des  lignes  (1 1)  et  (12)  que,  si  p  :  q  est  une 
réduite  précédant  un  quotient  incomplet  de  la  première  période,  ses 

homologues  successives  sont  -S,  -S2,  ...,  c'est-à-dire  se  déduisent 

7        1 

de  p  :  q  par  la  substitution  modulaire  S. 

On  précise  S  comme  il  suit  (afin  de  la  distinguer  de  S-').  Soit  t0,  u0, 
la  plus  petite  solution  positive  de  l'équation  de  Pell, 

(!-D«'=ij!         (notations  du  n°  20); 

co  est  de  la  forme 

—  b±\JÏ5 
W  = a ' 

nous  poserons  t'=(0  si  co  correspond  au  signe  +  devant  y/D, 
et  t'=  —  t0  s'il  correspond  au  signe  — .  Alors  S  sera  la  substitution 
qui  change  s  en  (kz  ■+■  (a)  :  (vz  +  p),  étant  posé 

à  _  l' —  6»o  _  _  £^0  _  au*  _  t'  +  />u„ 

Si  co  équivaut  modulairement   à  —  co,  on  a  un  résultat  analogue 
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(n°  18  et  note  de  ce  numéro)  en  remplaçant  S  par£0,  et  la  substitu- 
tion (de  déterminant  —  i)S0  se  définit  ainsi  : 
Soit  t0,  u0  la  plus  petite  solution  positive  de 

l2—  Du2  —  —  ff2; 

on  posera  /'=  t0  ou  ?  =  —  l0  selon  que  co  correspond  au  signe  +  ou 
au  signe  —  devant  \JD,  comme  ci-dessus;  Z0sera  la  substitution  chan- 
geant z  en  Çkz  -+■  u.)  :  (yz  -+-  p),  où 

,  t' —  bu0  cu„  _  au0  _  t' +  bu0 

g  a  es  u 

Dès  lors,  ~k,  p.,  v,  p  étant  ainsi  définis  dans  l'un  et  l'autre  cas,  la  première 
réduite,  P:Q,  homologue  de  p:q,  sera  (kp  ■+■  <xq)  :  (yp  -+-  pq), — 

Là  encore,  la  Géométrie  donne  de  suite  un  résultat  connu  ('). 

Nous  n'insisterons  pas  davantage  sur  les  applications  de  notre  inter- 
prétation géométrique;  nous  avons  eu  surtout  en  vue  de  montrer 
combien  elle  simplifie  certaines  théories  et  de  préparer  ce  qui  suit. 


DEUXIEME  PARTIE. 


Réduites  de  Stephen  Smith. 

24.    Rappelons  quelques  définitions  classiques. 

Étant  donnée  l'équation  à  racines  réelles  et  irrationnelles 

a  co2  +260-1-0  =  0, 

(')  Voir,  par  exemple,  Sbrhet,  Algèbre  supérieure,  t.  I,  nos  27  et  suivants. 
Il  est  évident,  aussi,  géométriquement,  que  si  l'on  considère  les  fractions 


P  Pz-t  P 


'/ 


^s-<        es- 


! 


ce  sont  les  pointes  de  triangles  traversés  par  C,  suivie  de  w  vers  &>';  cette  suite 
de  fractions  a  donc  pour  limite  co',  et,  à  partir  d'un  certain  rang,  est  une  suite 
de  réduites  homologues  pour  u'  (Ibid.,  n0'  29-31). 
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où  «,  b  et  c  sont  premiers  entre  eux,  nous  appellerons  première  et 
seconde  racine  respectivement  les  quantités 


,       —  b  —  yb1  —  ac                  —  b  -+-  U 'ô*  —  ac       , , .  .  ., 

<»>  — '       w= (62 — ac  posait  et  non  carré), 

et  nous  attacherons  à  la  demi-circonférence 

a(.r2  +  y'2)  -+-  ibx  -t-  c  —  o, 

représentative  de  la  forme  indéfinie  (a,  b,  c),  le  sens  de  la  première 
à  la  seconde  racine.  11  s'ensuit  qu'à  une  forme  indéfinie  primitive 
répond  une  demi-circonférence  de  sens  déterminé  et  unique,  et,  réci- 
proquement, à  une  demi-circonférence  donnée  avec  son  sens,  répond 
une  et  une  seule  forme  indéfinie  primitive  (c'est-à-dire  telle  que  a,  b 
et  c  soient  premiers  entre  eux). 

Les  deux  formes  (a,  b,  c)  et  (  —  a,  —  b,  —  c)  ont  la  même  demi- 
circonférence  représentative,  mais  avec  des  sens  différents. 

Cela  posé,  appelons  réduites  de  Smith  (bien  qu'elles  n'aient  pas 
été  introduites  par  cet  auteur,  mais  parce  qu'elles  se  rattachent  à  sa 
division  du  demi-plan)  les  formes  quadratiques  binaires  indéfinies 
dont  la  circonférence  représentative  coupe  les  deux  côtés  rectiti  "-nés 
du  triangle  initial,  T0,  c'est-à-dire  les  droites  x  =  o  et  x  =  i. 

Il  est  aisé,  en  répétant  un  raisonnement  classique  de  Smith,  de 
trouver  les  réduites  équivalentes  à  une  forme  donnée,  cp. 

Soit  en  effet  C  la  demi-circonférence  représentative  de  o,  suivie 
de  w'  à  oj;  soit  a,  l'arc,  de  sens  ainsi  connu,  qu'intercepte  sur  C  un 
triangle,  T,,  de  la  division  de  Smith;  appelons  arc  réduit  l'arc  inter- 
cepté par  T„  sur  une  demi-circonférence  orthogonale  à  0.r  :  il  est 
clair  que  a,  équivaut  modulairement  à  un  arc  réduit,  «',  et  à  un  seul, 
qu'on  obtient  en  faisant  subir  à  a,  la  substitution  modulaire  qui 
change  T,  en  T0,  et  la  pointe  de  T,  (par  rapport  à  G)  en  le  sommet  =c 
de  T0  (n"  (i).  Dès  lors,  le  sens  de  a',  est  défini  par  celui  de  a,,  et  la 
forme  (//',,  //,  e\),  représentée  par  la  demi-circonférence  qui  porte 
l'arc  a,,  et  dont  le  sens  est  celui  de  cet  arc,  est  proprement  équiva- 
lente à  o. 

L)e  plus,  pour  obtenir  ainsi  toutes  les  réduites  analogues,  il  suffit  de 
considérer  sur  C  les  arcs  d'une  période  (\\"  19),  a,,  aa,  ...,  a,.,  dans 
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le  champ  de  Smith,  car  les  suivants  leur  sont  modulairement  équiva- 
lents par  S,  S2,  ...  (et  les  précédents  par  S"',  S--,  ...),  et  donneraient 
lieu,  dès  lors,  aux  mêmes  arcs  réduits,  sens  compris. 

Le  nombre  des  réduites  de  Smith  proprement  équivalentes  à  <p  est 
ainsi  celui  des  arcs  d'une  période  sur  C,  dont  nous  avons  donné 
l'expression  au  n°  19;  donc  : 

Théorème.  —  Le  nombre  des  réduites  de  Slephen  Smilli  équiva- 
lentes à  une  forme  binaire  indéfinie  [a,  b,  c)  est  la  somme  des 
quotients  incomplets  de  la  période  minima,  dans  la  fraction  con- 
tinue ordinaire  qui  représente  une  quelconque,  to,  des  racines  de 
la  forme,  ou  deux  fois  cette  somme,  selon  que  to  ri  équivaut  pas  ou 
équivaut  modulairement  à  —  to. 

C'est-à-dire  :  selon  que  l'équation  *-.*  —  D62=  —  cr  (n°  20)  n'est 
pas  ou  est  soluble  en  entiers  %  et  0. 

25.  Remarque.  —  Il  est  à  peu  près  évident  que  si  to  équivaut 
modulairement  à  —  to,  la  forme  (a,  b,  c)  équivaut  à  la  forme  ( —  a, 
b,  —c).  Car  l'hypothèse  entraîne  que  (a,  b,  c)  se  transforme,  par 
une  substitution  de  déterminant  —  i,  en  elle-même  ou  en  elle-même 
changée  de  signe  :  mais  une  telle  substitution,  comme  on  sait,  change 
la  première  racine  de  la  forme  en  la  seconde  et  inversement;  donc,  ici, 
elle  changera  (a,  b,  c)  en  (—  a,  —  b,  — c).  Si  on  la  fait  suivre  de  la 
substitution  |  X,  Y;  —  X,  Y  |,  on  aura,  au  total,  une  substitution  de 
déterminant  +  i,  qui  changera  (a,  b,  c)  en  (—  a,  b,  —  c). 

Réciproquement,  si  les  formes  (a,  b,  c)  et  (  —  a,  b,  —  c)  sont  équi- 
valentes, to,  seconde  racine  de  la  première,  sera  modulairement  équi- 
valente à  la  seconde  racine  de  la  deuxième,  laquelle  est  évidem- 
ment —  to. 

2(5.  Réduites  principales  de  Smith.  —  Nous  appellerons  ainsi  les 
réduites  de  Smith  dont  la  demi-circonférence,  C,  suivie  avec  son 
sens,  coupe  le  côté  curviligne  du  triangle  (nécessairement  de 
sommet  oc)  dans  lequel  elle  pénètre  au  sortir  de  T0. 

En  d'autres  termes  (figure  l\,  où  l'on  a  marqué  C  dans  deux  posi- 
tions différentes),  pour  une  réduite  principale,  en  suivant  C  dans  le 
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sens  voulu,  on  passe  de  T0,  où  la  pointe  (par  rapport  à  C)  est  -+-  oc, 
à  un  triangle  où  la  pointe  est  soit  1,  soit  o;  cela  revient  à  dire  que 
la  pointe  change  quand  on  passe  de  T0  au  triangle  suivant. 

Cherchons  maintenant  les  réduites  principales  équivalentes  à  la 
forme  {a,  b,  c),  dont  la  demi-circonférence  est  C  :  pour  que  l'arc 


Fig.  4. 
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réduit  a',,  qu'on  déduit  d'un  arc  a,,  découpé  sur  C  par  un  triangle  T, 
(n°  24),  corresponde  à  une  réduite  principale,  il  faut  et  il  suffit,  évi- 
demment, d'après  ce  qui  précède,  que  le  triangle  T2,  qui  découpe  sur  C 
l'arc  suivant,  a2,  11  ait  pas  la  même  pointe  que  T,  par  rapport  à  C. 

En  d'autres  termes,  aux  réduites  principales  correspondent  les 
changements  de  pointe  dans  les  triangles  successifs  traversés  par  C 
pendant  une  période  d'arcs,  et  inversement;  c'est-à-dire  que  : 

Le  nombre  des  réduites  principales  équivalentes  à  (a,b,  c)  est 
celui  des  pointes  distinctes  des  triangles  de  S/tiit/i  traversés  par  G 
dans  l'intervalle  d' 'une période  d'arcs. 

C'est  donc  le  nombre  que  nous  avons  appelé  //  au  n"  l(>;  ou 
encore  celui  des  h,,  h.,,  ...,  hn,  qui  sont  les  quotients  incomplets  de  la 
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période  qui,  dans  la  fraction  continue  eu,  répond  à  une  période  d'arcs. 
Par  suite,  enfin  : 

Théorème.  —  Le  nombre  des  réduites  principales  de  Smith  équi- 
valentes à  (a,  b,  c)  est  égal  au  nombre  des  termes  de  la  période 
minima  dans  la  fraction  continue  qui  représente  une  racine,  w,  de 
la  forme,  ou  à  deux  fois  ce  nombre,  selon  que  (a,  b,  c)  n'équivaut 
pas  ou  équivaut  à  (  —  a,  b,  —  c). 

On  reconnaît  là  la  belle  proposition  qu'a  donnée  Dirichlet  (  '  )  pour 
le  nombre  des  réduites  de  Gauss;  nous  allons  la  retrouver  en  mon- 
trant que  les  réduites  principales  de  Smith  correspondent,  chacune  à 
chacune,  à  celles  de  Gauss. 

27.  Celles-ci,  en  effet,  par  définition,  sont  les  formes  {a,  b,  c)  pour 
lesquelles,  les  racines  étant  de  signes  contraires,  la  première  en 
valeur  absolue  est  >  i ,  et  la  seconde  <^  j . 

Or  la  réduite  de  Smith,  qui  correspond  à  l'arc  C,  de  la  figure  !\,  est 
bien  une  réduite  de  Gauss,  car  la  première  racine,  w',  est  supérieure 
à  i,  et  la  seconde,  co,  comprise  entre  —  i  et  o. 

Pour  l'arc  C,  de  la  même  figure,  ce  ne  serait  plus  vrai,  car  co' 
est  <o  et  co  entre  i  et  2;  mais  il  suffit  de  déplacer  parallèlement 
à  O.c,  de  —  1,  vers  la  gauche,  l'arc  G,,  ce  qui  revient  à  remplacer  la 
forme  correspondante  par  une  forme  équivalente.  Alors,  pour  cette 
nouvelle  forme,  co'  est  négatif,  et,  en  valeur  absolue,  ]>i;  co  est 
entre  o  et  1 . 

De  même  à  une  réduite  de  Gauss  correspond  une,  et  une  seule, 
réduite  principale  de  Smith. 

Le  théorème  final  du  n°  26  est  donc  identique  à  celui  de  Dirichlet; 
la  démonstration  que  nous  en  donnons  paraît  plus  rapide  et,  surtout, 
plus  intuitive. 

Réduites  de  M.  Hurwitz  (■). 

28.  Ce  sont  les  formes  (a,  b',  c')  pour  lesquelles  a'^>o  et  c'<o; 
h-  nombre  de  celb's  qui   équivalent  à    la  forme  donnée  (a,  b.  c)   de 

("j  Zahlentheorùs,  §  s:i. 

1    1  Hurwitz,  Math,    innalen^  1.  \l.\,  p.  99e!  suiv. 
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déterminant  D,  est  fini,  en  vertu  même  de  D  =  b'-  a  c'.  Je  dis  que 
leur  nombre  est  égal  à  celui  des  réduites  de  Smith  équivalentes 
à  (a,  b,  c). 

Désignons  en  effet,  d'une  manière  générale,  par  ^  les  formes  indé- 
finies (a,  (3,  y)  pour  lesquelles  ay  est  négatif;  si  a>o  et  Y<°> 
•]>  est  une  réduite  de  M.  Hurwitz;  si  a  <  o  et  y  >  o,  la  substitu- 
tion [X,  Y;  —  Y,  X|  change  -|  en  une  telle  réduite  :  on  en  conclut 
immédiatement  que  le  nombre  des  <\>  équivalentes  à  la  forme  (a,  b,  c) 
est  double  de  celui  des  réduites  de  Hurwitz  équivalentes  à  la  même 

forme. 

D'autre  part,  les  racines  d'une  ty  sont  de  signes  contraires,  par  défi- 
nition même  des  <\>  ;  il  en  résulte  que  la  demi-circonférence,  C,  d'une  i, 
coupe  Oy  et  pénètre  dans  T0. 

Si  C  coupe  le  second  côté  rectiiigne  (x  =  i)  de  T0,  la  <\  est  une  réduite 
de  Smith  ;  sinon  C  coupe  nécessairement,  avec  Oy,  le  côté  curviligne 
de  T0,  c'est-à-dire  que  l'origine  O  est,  par  rapport  à  G,  la  pointe  deT0. 
Nous  pouvons  alors  transformer  T0  en  lui-même  (n°  6)  par  une  sub- 
stitution modulaire,  £,  qui  change  le  sommet  .0  en  le  sommet  -x,  et 
G  devient,  par  S,  une  demi-circonférence  C,  coupant  les  deux  côtés 
rectilignes  de  T0;  la  substitution  à  deux  variables  correspondantes, 
S',  change  donc  la  ty  en  une  réduite  de  Smith. 

En  d'autres  termes,  à  chaque  <\>,  nous  faisons  ainsi  correspondre 
une  réduite  de  Smith  équivalente;  réciproquement,  à  une  réduite  de 
Smith  équivalent  deux  <\i,  à  savoir  cette  réduite  elle-même  et  sa  trans- 
formée par  la  substitution  inverse  de  S'. 

Donc,  parmi  les  formes  équivalentes  à  {a,  b,  c),  le  nombre  des  y 
est  double  de  celui  des  réduites  de  Smith,  et,  dès  lors,  ce  dernier 
nombre  est  aussi  celui  des  réduites  de  M.  Hurwitz. 
Par  suite  : 

Le   nombre  des  réduites   de   M.  Hurwitz    équivalentes    à    une 
forme  (a,  b,  c)  est  donné  par  le  théorème  final  du  n°  24. 

20.   Exemples.  —  Nous  les  emprunterons  au  Mémoire  même  de 
M.  Hurwitz  cité  plus  haut  : 

i"  Soit  la  forme 

C2X2-2X95XÏ4-i45V.         D  =  35,         v  —  i. 
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M.  Hurwitz  trouve  sept  réduites,  dont  5X2  —  7  Y2,  que  nous  pouvons 

v/35 
prendre  pour  (a,  b,  c).  Alors  co  =  ^->  et,  en  fraction  continue,  on  a 


v/35 


=  (1,  5,  2,  5,  2,  .  .  .). 


La  période  minima  est  5,2;   d'autre  part  co  n'équivaut  pas  à  — co 
parce  que  z'2  —  35 02  =  —  1  est  insoluble  (  —  1  n'étant  pas  résidu  qua- 
dratique de  7),  en  sorte  que,  par  le  n°  '-24,  le  nombre  des  réduites 
doit  être  5  +  2,  ou  7,  comme  l'a  trouvé  M.  Hurwitz. 
20  Soit  la  forme 

7\--8XY  — 3Y2,         D  =  37,         ff  =  i. 

Ici  z-  —  37 02  =  —  1  est  soluble,  car  D  est  premier  et  =  1  (mod4); 
on  a  d'ailleurs  la  solution  t  =  6,  8=  1. 

Une  racine  de  la  forme  est  - — - — ' ,  qui  donne  la  fraction  continue 

4  -H  v/3~7       / 3- 

1 

d'où  la  période  minima  1,  2,  3.  La  somme  1  +  2  +  3,  ou  6,  doit  être 
doublée  (n°  24)  pour  donner  le  nombre  des  réduites;  celles-ci  sont 
donc  en  nombre  douze,  comme  M.  Hurwitz  l'obtient  par  calcul 
direct. 


TROISIÈME  PARTIE. 


Réduites  d'Hermite. 

.">().  On  nomme  ainsi  (')  les  formes  indéfinies,  (a,  (3,  y),  dont  la 
demi-circonférence  pénètre  dans  le  domaine  fondamental  classique, 
D0,  du  groupe  modulaire. 

(')   Voir,  par  exemple,  Klein  et  FlUCKB,  Fonctions  modulaires,  t.  I,  p.  258. 
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La  division  modulaire  du  demi-plan  va  donc  jouer  maintenant 
le  rôle  que  jouait  jusqu'ici  la  division  de  Stephen  Smith. 

Soit  (a,  b,  c)  une  forme  indéfinie  ;  appelons  arc  sur  sa  demi-circon- 
férence, C,  tout  arc  intercepté  sur  C  par  un  domaine  modulaire  (c'est- 
à-dire  par  un  domaine  de  la  division  modulaire);  il  est  clair,  en  vertu 
d'un  raisonnement  connu  (n°  24),  que  le  nombre  des  réduites  d'Her- 
mite  équivalentes  à  (a,  b,  c)  est  celui  des  arcs  d'une  période  surC.  On 
appellera  ainsi  les  arcs  successifs  a,,  a,,  ...,  ap,  découpés  sur  C  par 
des  domaines  modulaires  D,,  D2,  ...,Dp,  dont  le  premier  est  arbi- 
traire; quant  à  l'arc  suivant,  ap+n  il  serait  découpé  par  le  do- 
maine D,S,  en  désignant  toujours  par  S  la  substitution  fondamentale 
de  la  forme  (a,  b,  c)  en  elle-même,  précisée  comme  au  n°  16. 

Le  nombre  cherché  des  réduites  d'Hermite  est  donc  p,  et  c'est  cet 
entier  p  que  nous  nous  proposons  de  déterminer  directement. 

31.  Un  domaine  modulaire  a  un  sommet  d'angle  nul,  que,  dans  le 
Mémoire  précédent  ('),  nous  avons  appelé  sa  pointe,  et  qui  est  situé 
sur  Ox  (sauf  pour  les  domaines  de  la  rangée  supérieure,  où  la  pointe 
est  à  l'infini  dans  la  direction  de  Oy).  Les  p  domaines  D,,  ...,  Dp, 
traversés  par  C,  dans  une  période  d'arcs,  ont  des  pointes  distinctes 
en  nombre  v,  au  plus  égal  à  p;  appelons  encore  ordre  d'une  pointe 
le  nombre  des  domaines  traversés  par  C  qui  admettent  cette  pointe, 
et  soient  A,,  A.,,  ...,  Av  les  ordres  respectifs  des  v  pointes;  on  aura 
évidemment  (-),  comme  au  n"  1(>, 

(18)  *,-»-*,  +  ...+  *„=  p. 

Si  l'on  prenait,  sur  C,  la  période  suivante  d'arcs,  c'est-à-dire  ceux 
découpés  par  les  domaines  D,  S,  D,S,  ...,  DpS,  ceux-ci  auraient  pour 
pointes  distinctes  les  transformées  par  S  des  pointes  distinctes  précé- 
dentes, et  les  ordres  seraient  toujours  respectivement  A,,  A,,  ...,  Av, 

parce  que,  si  C  traverse  A"  domaines  de  pointe^,  CS,  qui  est  C,  tra- 
verse aussi  A  domaines  de  pointe  -  S. 

1  <7 


(')  Dans  ce  qui  suit,  nous  désignerons  ce  Mémoire  par  I. 

('-)  On  supposera,  ce  qui  est  toujours  possible,  D,  choisi  de  telle  sorte  que  sa 
pointe  ne  coïncide  pas  avec  celle  du  dernier  domaine  modulaire  que  <  !  traverse 
avant  D,. 
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On  peut  donc   dire    que    les    ordres  des  pointes    distinctes    des- 
domaines  traversés  successivement  par  C  forment  une  suite  pério- 
dique; la  période,  A,,  A,,  ...,  Av,  correspond  à  la  période  d'arcs. 

Nous  allons  maintenant  lier  les  A,,  ....,  A,  au  développement  her- 
mitien  de  w. 

52.  Soit  toujours  w  (n°24)  la  seconde  racine  (')  de  (a,  b,  c)  ; 
cherchons  son  développement  hermitien  (I.  n°  22).  Il  faut  pour  cela 
suivre  la  demi-droite  x  =  co  de  ce  à  to,  et  prendre  les  ordres, 
i  +  0,,  des  pointes  distinctes  des  domaines  successivement  traversés 
par  elle  :  le  premier,  0o,  des  entiers  positifs  0£-  correspond  à  la 
pointe  x>  du  premier  domaine  et  est  pris  égal  à  l'entier  le  plus  voisin 
de  m.  On  a  alors,  en  désignant  par  s,  une  unité  ±  i  qu'on  sait  définir, 
et  qui  correspond  à  G,-,  le  développement 

(19)  u  =  0o  + 


e1+ 


Si  l'on  s'arrête,  dans  la  fraction  second  memhre,  au  terme  &,_,, 
inclus,  on  obtient  une  fraction  d'IIermite,  Pi'.Qi,  et  1  +  0,  est  le 
nombre  des  domaines  modulaires  de  pointe  pt  ;  qL  traversés  par  la 
demi-droite  x  =  w  (I,  n°  26).  On  obtient  ainsi,  dans  leur  ordre,  les 
pointes  distinctes  des  domaines  traversés  successivement  par  la 
droite. 

Or  je  dis  que,  si  l'on  suit  la  demi-circonférence  C  et  la  demi-droite 
x  =  to  en  se  dirigeant  vers  le  point  o>,  les  deux  lignes  finissent  par 
traverser  exactement  les  mêmes  domaines  modulaires  :  la  proposition 
était  évidente  dans  la  division  de  Smith,  parce  que  les  triangles  de 
Smith  avaient  leurs  trois  sommets  sur  Ox;  elle  ne  l'est  pas  dans  la 
division  modulaire,  dont  les  domaines  ont  un  sommet  sur  Ox  et 
deux  au-dessus. 

Appelons,   comme   dans   le   Mémoire    I,  sommets    d'un    domaine 

(')  Il  n'est  |i:i^  nécessaire  <le  supposer  u>o;  car,  si  w<o,  on  n'aura  qu'à 
faire  précéder  le?  développement  hermilien  de  — w  du  signe  — ,ce  qui  ne  change 
pas  les  quotients  incomplets. 
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modulaire  les  deux  sommets  autres  que  la  pointe;  base,  le  coté  qui 
joint  les  sommets;  cotes,  les  deux  côtés  qui  aboutissent  à  la  pointe  : 
nous  supposerons  d'abord  qu'il  n'y  a,  sur  C,  aucun  somme!  de 
domaine  modulaire  (  '  ). 

53.  Soient  toujours  D^D.,  ...,  Dp  les  domaines  successivement 
traversés  par  C  dans  une  période  d'arcs;  leur  nombre,  p,  est  évidem- 
ment fini.  Je  dis  d'abord  que  je  puis  trouver  un  entier  positif,  m,  tel 
que  les  domaines  D,  S"',  D„Sm,  ...,  DpSm,  transformés  des  précédents 
par  S™,  et  qui  correspondent  aussi  à  une  période  d'arcs,  n'aient  aucun 
sommet  entre  la  demi-circonférence  C  et  la  demi-droite  x  =  oj  (qui 
touche  C  au  point  w);  et  je  dis  aussi  que  la  même  propriété  appar- 
tiendra à  tous  les  domaines  traversés  suivants  : 


D,S"'+1,     D2S"I+I, 


D,S" 


Observons  en  effet  que,  si  nous  appliquons  à  un  point  M  du  demi- 
plan  les  substitutions  modulaires  S,  S2,  ...,  les  points  M,  M'=  MS, 
M"=  MS2,  ...  sont  sur  un  arc  de  circonférence  qui  passe  par  M  et  par 
les  points  doubles,  oj  et  co'  de  S,  lesquels  sont  les  points  où  C  coupe  Ox. 
De  plus,  les  points,  M,  M',  M",  . . .,  sur  leur  arc,  sont  de  plus  en  plus 
proebes  de  o>.  Tout  cela  résulte  des  propriétés  classiques  des  substi- 
tutions fuchsiennes  hyperboliques,  et  S  est  une  telle  substitution. 

Donc,  si  M  est  intérieur  à  C,  les  points  M,  M',  M",  ...  serapproebent 


de  co  sur  un  arc  qui  reste  intérieur  à  (1;  si  M  est  extérieur  à  (",  ces 
points  se  rapprochent  de  o)  sur  un  arc  extérieur  à  (1  (fig-  5  >,  et  qui, 


(')  Il  n'y  en   a  aucun    sur  la  droite  x 
supposé  essentiellement  irrationnel  (  n"  24) 


(I,  n"  3,  Rem.),  puisque  u  est 
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dans  sa  partie  voisine  du  point  tu,  n'est  pas  du  même  côté  de  la 
demi-droite  x  =  eu  que  C.  De  là  résulte  aisément  la  proposition 
énoncée  au  commencement  du  présent  numéro. 

Raisonnons  en  effet,  pour  simplifier,  dans  le  cas  que  représente  la 
figure  5,  c'est-à-dire  eu<tu'  (le  raisonnement  serait  analogue  si  tu>tu'); 
et  appliquons  S,  S2,  ...,  aux  domaines  D,,  D,,  ...,  Dp.  En  vertu  de  ce 
qui  précède,  on  pourra  trouver  m  assez  grand  pour  que  les  p  domaines 
D(S'",  ...,  DpS'"  aient  leurs  2p  sommets,  les  uns  au  voisinage  de  tu, 
à  l'intérieur  de  C,  les  autres,  également  au  voisinage  de  eu,  mais  à 
gauche  de  la  droite  x  =  eu;  et  les  sommets  de  D,S'"+I,  D,S'"+-,  ..  . 
seront  placés  comme  ceux  de  D,-Sm,  mais  plus  près  de  eu. 

c.  Q.  F.  D. 
Les  D,S'"  (qui  sont  tous  traversés  par  C)  ne  peuvent  se  partager 
qu'en  trois  catégories  : 

i°  Ceux  qui  ont  leurs  deux  sommets  à  l'intérieur  de  C  :  si  l'on  se 
rappelle  que  les  domaines  modulaires  deviennent  infiniment  petits, 
dans  tous  les  sens,  à  mesure  qu'ils  se  rapprochent  de  l'axe  Ox,  il  est 
clair  que  les  domaines  i°  ne  peuvent  être  traversés  par  C  que  si  leurs 
pointes  respectives  sont  extérieures  à  C  et  à  gauche  de  eu;  alors  la 
droite  x  =  tu,  suivie  de  =c  à  tu,  traverse  chacun  d'eux,  et  de  la  même 
manière  que  C,  suivie  de  tu'  à  eu,  c'est-à-dire  que  C  et  la  droite  y 
pénètrent  par  un  même  côté  et  en  sortent  par  l'autre. 

2°  Ceux  qui  ont  leurs  deux  sommets  à  l'extérieur  de  C,  donc  à 
gauche  de  la  droite  x  =  tu.  Pour  que  C  les  traverse,  il  faut  et  il  suffit 
que  leurs  pointes  respectives  soient  intérieures  à  C,  et  alors  la 
droite  x  =  tu  les  traverse  aussi,  et  de  la  même  manière  que  C,  entrant, 
avec  C,  par  un  côté  et  sortant  par  l'autre. 

3"  Ceux  qui  ont  un  sommet  à  l'intérieur  de  C,  l'autre  à  l'extérieur, 
et  à  gauche  de  x  =  eu.  Alors  C  et  la  droite  les  traversent  nécessairement 
entrant  tous  deux  par  un  même  côté  et  sortant  par  la  base,  ou  inver- 
sement. 

Il  résulte  de  là  que  la  droite  x  =  eu  finit  par  traverser  tous  les 
domaines  que  traverse  C,  et  de  la  même  manière,  c'est-à-dire  qu'au 
sortir  d'un  domaine  traversé  par  C,  la  droite  pénètre  dans  le  domaine 
suivant  que  traverse  C.   Sous  une  autre  forme,  la  droite  finit  par 
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traverser  les  mêmes  domaines  que  C;  c'est  le  théorème  énoncé  au 
n°  52,  et  qu'il  s'agissait  d'établir. 

34.  Périodicité  du  développement  hermitien.  —  Delà  se  déduisent 
de  nombreuses  conséquences. 

A  partir  du  moment  où  Cet  la  droite  traversent  les  mêmes  domaines, 
soient  DM  D2,  ....  Dp  ceux  successifs  traversés  par  C  pendant  une 
période  d'arcs;  désignons  leurs  pointes  distinctes  par  p,  ;q,,  p.,'.q.,, ..., 
pv;  q.n  par/»,.  ...,  Av  leurs  ordres  (n°  31);  pour  la  période  suivante, 

on  aura  les  domaines  D.  S,  . . .,  D.S;  les  pointes  —  S,  ...,  —  S;  et  les 

ordres  A,,  ...,  A\,  ;  etc.  Pour  la  droite,  domaines,  pointes  distinctes 
et  ordres  seront  les  mêmes;  c'est-à-dire  que  si  C  traverse  A,  domaines 
de  pointe/?,:  qh  il  en  sera  de  même  de  la  droite,  qui  traversera  égale- 


D'autre  part,  reprenons  le  développement  hermitien  (19), 


ment  kt  domaines  de  pointe  — S,  etc 


(19)  w  =  50+—  (e/  =  ±i), 

les  pointes  des  domaines  traversés  par  la  droite  sont  les  fractions 

d'Hermite  successives  0U,   0o+~>  etc.,  et  le  nombre  des  domaines 

traversés,  de  pointe  p{;  y,,  est  1  -+-  0,,  en  désignant  par  0,-  le  quotient 
incomplet  qui  suit  la  fraction  /j,  ;  y,-  (n°  32). 

11  résulte  de  ce  qui  précède  que  les  1  -+-  0,  forment  une  suite 
périodique,  dont  la  période  est  A-,,  k,,  . . .,  A\  ;  donc  aussi  que  les  0, 
forment  une  suite  périodique. 

Il  en  est  de  même  des  unités  £,,  dans  (19);  en  efl'et,  nous  savons 
(I,  n°2o,  Nota)que  £,est  -f-i  si  to  est  entre />,- .,  ;  y,_,  et/>,:  y,,  et  —  1  dans 

le  cas  contraire.  Dans  la  période  suivante,  —  est  devenu  —  S,  et,  si  a> 

r  qi  Ci 

est  (ou  non)  entre  ^^  et  —,  coS,  qui  est  co,  est  (ou  non)  entre  — -S 

El 

<U 

des  0,. 


et  —  S;  donc  il  y  a,  pour  les  1,,  une  période  qui  correspond  à  celle 
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De  plus/?,  :  qt  étant  toujours  la  fraction  qu'on  déduit  de  (ig)  quand 
on  s'arrête,  clans  le  second  membre,  à  it •;  0,,  exclus,  la  fraction  liomo- 
logue  suivante,  c'est-à-dire  celle  qui  précède  le  terme  i, ■;  0,-de  la  période 

suivante,  est  —  S. 

'/' 

Enfin,  le  nombre  p  des  arcs  d'une  période,  c'est-à-dire  (18)  la 
somme  k{  4-  k2  ■+■ . . .  +  k.„  est  égal  à  la  somme 

(i  +  e1)-H(i  +  0,_)+.,.+(i  +  0V), 

étendue  aux  quotients  incomplets,  ô,,  d'une  période,  dans  le  dévelop- 
pement hermitien  de  co. 

5ij.  INous  allons  transformer  cette  dernière  somme,  en  introdui- 
sant la  fraction  continue  qui  représente  co. 

Nous  savons  (I,  n"  1  o)  que  toute  fraction  d'Hermite  est  une  réduite 
de  co;  désignons  par  /),  :  qf  une  telle  fraction  appartenant  à  la  partie 
périodique  des  deux  développements. 

Les  fractions  d'Hermite  suivantes,  pour  co,  pourront  s'écrire 


(I) 


De  même  les  réduites  suivantes  de  co  s'écriront 

P\  Pi  Pn. 

—  '        — r»        '  '  '  '     — ~ > 

<h  1-2  Vn 

(H)  \  lhs      £ig  /^s. 


, 

'/l 

'/l 

<7* 

/'vc. 

7^S2 

'/v 

S  désignant,  dans  les  deux  tableaux,  la  même  substitution,  définie 
précédemment  et  «  étant  >v,  puisque  toute  réduite  n'est  pas  nécessai- 
rement une  fraction  d'Hermite. 

Il  résulte  de  là  que,  si  p't  ;  q'.  ligure  au  Tableau  I  (et  c'est  nécessai- 
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rement  dans  la  première  ligne)  ('),  les  |f  Sm(m>o)  y  figureront  éga- 
lement; de  plus  si/?] :  q\ ne  figure  pas  à  ce  tableau,  aucun  des  ^f  S"'  n'y 

figurera  :  ce  dernier  point  résulte  de  ce  que  les  lignes  du  Tableau  I 
renferment  le  même  nombre  de  termes  que  la  première. 

On  peut  donc  dire  que,  pour  savoir  quelles  réduites  sont  des  frac- 
tions d'Hermite,  il  suffira  de  se  borner  aux  réduites  d'une  même 
période,  répondant  à  une  période  d'arcs,  c'est-à-dire  aux  réduites  qui 

vont  de  l'une  d'elles,  —  >  à  sa  transformée,  —S,  par  S. 

D'autre  part,  reprenons  le  procédé  (I,  n°  22)  par  lequel  on  déduit 
de  la  fraction  continue  le  développement  bermitien. 

Les  réduites  qui  n'appartiennent  pas  à  la  suite  d'Hermite  précèdent 
nécessairement  (I,  n°  22)  le  quotient  incomplet  i  ;  soit  h,„  un  quo- 
tient i,  tel  que  la  réduite  précédente  ne  soit  pas  fraction  d'Hermite  : 
pour  obtenir  le  développement  bermitien ,  on  remplace,  dans  la  fraction 
continue,  la  portion 

(20)      hm-i-\ par        (1 +  /;„,_,)  + 


(i  +/<„,  M)  -+- 


"m  +  l 


'l/ii  -t-1 


et  ainsi  de  suite  pour  tous  les  //,„  analogues,  en  commençant  par  celui 
du  plus  petit  indice  m. 

L'opération  partielle  (20)  substitue  aux  (rois  quotients  incom- 
plets //,„   ,,  //,„,  hm+l,  de  la  fraction  continue,  deux  quotients 

9  =  i  + h„t-,        et        B'=t  +  km+i 
du  développement;  or  la  somme 

(1  +-  /<„,_,)  +  (1  +  /',„)  +  (l  +  /i,„+1). 

qui  porte  sur  les  trois  quotients  modifiés  dans  la  fraction  continue,  est 
égale  à  la  somme  analogue,   (1  -f-  0 )  -f-  (1  -+-  0'),  étendue   aux   deux 

('  )  Il  faut  ne  pas  oublier  que  les  dénominateurs  vont  en  croissant,  aussi  bien 
dans  la  suite  d'il  ermite  que  dans  celle  des  réduites;  il  s'ensuit  que  p\  '.  q\  ne  peut 
figurer  au  premier  Tableau  que  dans  la  première  ligne. 
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quotients  substitués   :   car  ces  deux  sommes  ont  pour  valeur  com- 
mune hm_\  4-  hm+l  +  4,  à  cause  de  //,„  =  i . 

Dès  lors,  si  l'on  effectue  le  changement  (20),  sur  la  fraction  con- 
tinue, dans  l'étendue  d'une  période  ('),  on  substitue  aux  quotients 
incomplets  //,,  li„,  ...,  //„  de  cette  période  les  0,,  ô2.  ...,  0V  d'une 
période  correspondante  du  développement  hermitien,  et  l'on  a 

(2.)        (1  + A,)  +  (I  + /,,)-+-...  + (!  +  /,„)  =  (,  +  5,)  +...+  (1  -+-  9,). 

Or  le  dernier  membre  de  (21)  est  (n°  54)  le  nombre  cherché  p  des 
réduites  d'IIermite  équivalentes  à  (a,  l>,  c)  ;  p  est  donc  égal  aussi  au 
premier  membre,  c'est-à-dire  à  la  somme  S(i  H- //,■),  étendue  aux 
quotients  incomplets  d'une  période,  dans  la  fraction  continue  w.  Et 
cette  période  est,  soit  la  période  minima,  soit  son  double  (nos  18 
et  25),  selon  que  la  forme  (a,  b,  c)  n'équivaut  pas,  ou  équivaut,  à 
(  —  a,  b,  —  c).  D'autre  part,  il  est  clair  que  si  (a,  p,  y)  est  une  réduite 
d'IIermite,  équivalente  à  (a,  b,  c),  la  forme  (—a,  p,  — y)  sera  aussi 
une  réduite  d'IIermite  (2),  équivalente  à  (—  a,  b,  —  c);  donc,  si 
la  forme  (a,  b,  c)  équivaut  à  (—  a,  b,  —  c),  les  réduites  d'Hermile 
correspondantes  se  répartissent  en  couples  de  deux  réduites,  évidem- 
ment distinctes  ('),  (a,  (3,  y)  et  ( —  a,  p,  —  y). 

Dès  lors,  nous  pouvons  énoncer  le  théorème  suivant  : 

56.  Théorème.  —  Le  nombre  des  réduites  d'Hermile  équivalentes 
à  une  forme  indéfinie  (a,  b,  c),  de  déterminant  non  carré,  s'obtient 
ainsi  :  on  réduira,  en  fraction  continue  ordinaire  une  quelconque, 
u,  des  racines  de  la  forme,  et  l'on  prendra,  dans  celte  fraction,  les 
quotients  incomplets  /i,,/i2,  ...,  hmde  la  période  minima;  le  nombre 


(')  Il  s'airi t  de  la  période  comprise  entre  les  réduites  —  et  —S  (n°  16)   qui 

1x        7i 
n'esl  pas  nécessairement  la  période  minima  des  quotients  incomplets  (n"s  18  et  19). 

(-)  Car  les  demi-circonférences  des  formes  («,  (3,  y)  et  ( — a,  (3,  — y)  sont 
symétriques  par  rapport  à  Oy;  si  l'une  pénètre  dans  D0,  il  en  est  dès  lors  de 
même  de  l'autre. 

(>)  Car  si  a  =  o,  y  =  o.  le  déterminant  de  (oc,  [3,  y)  serait  carré  parfait,  cas 
exclu. 
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cherché  sera  E(  i  +  //,-).  On  ne  regardera  pas  comme  distinctes  deux 
réduites  telles  que  (a,  p\  y)  <?/  (-  a,  p\  -  y). 

2(i+A,)  est  la  somme  des  quotients  incomplets  de  la  période 
minima,  augmentée  du  nombre  de  ces  quotients. 

57.  Cas  d'exception.  —  Nous  avons  supposé  essentiellement  (n°  52) 
qu'il  n'y  a,  sur  la  demi-circonférence  C,  de  la  forme  (a,  b,  c),  aucun 
sommet  modulaire;  dans  le  cas  contraire,  les  raisonnements  du 
n°  55  cesseraient  d'être  exacts. 

Soit  alors  <r  un  sommet  de  domaine  modulaire  par  lequel  passe  C, 
dans  l'intervalle  d'une  période  d'arcs  :  au  point  a  aboutissent  six  do- 
maines modulaires,  qui,  autour  de  <r,  présentent  la  disposition  ci-des- 
sous, et  l'on  voit,  sur  la  figure,  que  la  demi-circonférence  C  (marquée 


en  pointillé)  traverse,  aux  enviions  de  a,  deux  domaines  modulaires 
de  moins  que  la  droite  x  =  a>  (également  pointillée). 

En  d'autres  termes,  le  nombre  2(1  +  6/),  des  domaines  traversés 
par  la  droite  dans  un  certain  intervalle,  n'est  plus  le  nombre  p  des 
arcs  d'une  période  sur  C;  il  dépasse  p  de  deux  unités  pour  chaque 
pointer  situé  sur  C  dans  l'intervalle  d'une  période  d'arcs.  Pourrétablir 
l'exactitude,  il  faudrait  compter  pour  deux  chacun  des  deux  arcs  de  C 
qui  ont  <r  pour  une  de  leurs  extrémités;  alors  p  ainsi  calculé  serait 
encore  2(i  +  0,),  ou,  d'après  (21),  encore  valable  ici,  S(  1  +  //,).  Par  suite  : 

L'énoncé  du  théorème  du  n°  50  subsiste  toujours,  pourvu  que  l'on 
convienne  de  compter  pour  DEUX  toute  réduite  d' Hennit,-  dont  lu 
circonférence  représentative  passe  par  un  des  sommets  (à  distance 
finie)  du  domaine  fondamental,  D0,  du  groupe  modulaire. 

Ces  sommets  sont  les  points  ±  -  +  i^— . 
r  22 
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Pour  que  la  circonférence  représentative  d'une  réduite  (a,  j3,  y) 
d'Hermite  passe  par  l'un  d'eux,  il  faut  et  il  suffit  que  a  ±  |î  ■+-  y  =  o. 

Dans  ce  qui  suit,  nous  dirons,  pour  abréger,  que  les  formes  («,  (3,  y) 
et  (—  a,  (3,  —  y)  sont  inversement  opposées. 

38.  Exemples.  —  i°  Soit  (a,  /;,  c)  =  X2  —  14Y2.  On  trouve  en 
tout  quatorze  réduites  d'Hermite,  non  deux  à  deux  inversement 
opposées;  à  savoir  : 

(',o,— 14);     (i,±i,— i3);     (i,±2,—  io);     (i,±3,—  5); 
(.,±4,2);     (a,  ±4,i);     (2,  ±2,-5);     (2,0,7); 

et,  pour  aucune,  a  ±  j3  -f-  y  n'est  nul. 
D'autre  part,  en  fraction  continue, 

V/i.i  =  (3,  i,  2,  i,  6,  1,2,  i,  6,  . . .); 

la  période  est  i,  2,  i,  6,  et  l'on  a  bien 

(l  +  l)  +  (l  +  2)-f-(l-)-l)  +  (H-6)  =  l4. 

20  Soit  (a,  h,  c)  =  X2  —  i3  Y2.  —  On  trouve  vingt-deux  réduites, 
deux  à  deux  inversement  opposées,  à  savoir  : 

±(i,o,-i3);     ±(i,±i,-i2);     ±(i,±2,— 9);     ±(.,±3,-4); 
±(3,±2,-3):     ±(3,  ±.,-4); 

nous  devons  n'en  conserver  que  la  moitié,   celles  par  exemple,  au 
nombre  de  onze,  où  le  premier  coefficient  est  positif. 

Parmi  celles-là,  quatre  vérifient  c.  ±  [3  +  y  =  o,  à  savoir  : 

(i,±3,-4)    et    (3, ±.,-4); 

elles  doivent  donc  être  comptées  deux  fois,   c'est-à-dire  qu'il  faut, 
à  onze,  ajouter  quatre,  ce  qui  donne  quinze. 
En  fraction  continue,  on  a 

\/T3  =  (3,  1,  1,  1.  r,  6,  1,  1,  1,  1,6,  . . .), 

et  l'on  constate  bien  que 

(H-l)-(-(l  +  l)  +  (l  +  l)  +  (l+l)-H(l  +  6)=:l5. 
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3°  Soit 

(a,  6,  c)  =  2X2— 6XY  — 2Y!,         D=.i3,         i  —  i. 

On  trouve  les  huit  réduites  (inversement  opposées  deux  à  deux)  : 

±(2,  ±3,-?.)-     ±(2,±i,— 6), 

qui  doivent  compter  pour  quatre;  aucune  ne  vérifiant  a  ±  [}  4-  y  =  o, 
quatre  est  le  nombre  définitif. 
D'ailleurs 

i)  =  " —  =  (3,  3,  o,  .  . .); 

la  période  est  3,  et  l'on  a  bien  i  +  3  =  /|. 

39.  Période  du  développement  hermitien.  —  Nous  avons  vu 
(n°  34)  que  ce  développement  est  périodique,  quand  C  ne  passe  par 
aucun  sommet  modulaire  ;  on  pourrait,  en  reprenant  les  raisonnements 
des  nos  34  et  18,  montrer  que  le  fait  est  général,  et  que  : 

Le  développement  hermitien  de  w,  racine  de  la  forme  (a,  b,  c), 
est  toujours  périodique;  la  période  lP,  qui  se  présente  ainsi,  n'est  pas 
toujours  la  période  minima;  elle  est  telle  qu'une  fraction  d'Herxnite, 
Pi'.qi,  et  son  homologue  p\  ;q\,  de  la  période  suivante,  sont  liées 
par 

P±_P±% 

S  étant  la  substitution  fondamentale  précisée  au  n"  23. 

Lorsque  (a,  b,  c)  n'équivaut  pas  à  (—  a,  b,  —  c),  9  est  la  période 
minima. 

Lorsque  (a,  b,  c)  équivaut  à  (  —  a,  b,  — c)  et  que  C  ne  passe  par 
aucun  sommet  modulaire,  $  est  la  période  minima  répétée  deux  fois; 
alors  une  fraction  d'Hermite  p, •;  y,,  et  son  homologue  p",:q,,  de  la 
période  (minima)  suivante,  sont  liées  par 

P"i    _    Pi  V 

Il  —  — 10 

'/.      'h 

£„  étant  la  substitution  définie  au  n"  23. 

Enfin,  si  (a,  b,  c)  équivaut  à  (  —  a,  A,  —  c)  et  si  C  passe  par  îles 
sommets  modulaires,  9  est  soit  la  période  minima,  soit  son  double. 

Nous  allons  reprendre  la  question  directement,  d'une  manière  gêné- 
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raie,  en  étudiant  l'existence  et  la  formation  de  la  période  hermitienne, 
à  partir  de  la  fraction  continue. 

40.  Formation  de  la  période.  —  Si,  dans  la  fraction  continue  co, 
la  période  minima  ne  renferme  aucun  quotient  incomplet  égal  à  i, 
il  est  clair,  en  vertu  mêmede  la  formation  du  développement  hermitien 
à  partir  delà  fraction  continue  (I,  n°22),  que  la  période  minima  her- 
mitienne existe  et  coïncide  avec  celle  de  la  fraction  continue. 

Tout  revient  ainsi  à  voir  si,  étant  donné  dans  la  période  minima  r.0, 
de  la  fraction  continue,  un  quotient  incomplet  i,  ce  quotient  subsiste 
ou  non  dans  le  développement  hermitien;  donc,  en  désignant  par  p  ;  q 
la  réduite  qui  précède  ce  quotient  i ,  le  problème  est  de  reconnaître  si 
les  réduites  homologues  de  p  \  q(n°  23)  finissent  ou  non  par  subsister 
dans  la  suite  des  fractions  d'Hermite. 

Soient/),  :  q,,  ...,  pm:q,„,  ...  ces  réduites;  nous  savons  (n°  23) 
que 

PjH  —  P  2«i 

9m       q"  ' 

S  désignant  soit  S,  soit  E„,  selon  que  (a,  b,  c)  n'équivaut  pas  ou  équi- 
vaut à  (—  a,b,  —  c).  En  s'appuyant  sur  la  théorie  classique  des 
substitutions  semblables  de  (a,  b,  c),  on  en  conclut  : 


p„, 

v  —  —  (  bP  -+-  Cli  )  — 

1m 

n                               v 

(22) 

étant  posé 

,    , .  t,„  —  ii„,  \/D       (  ta—f\  n0  \'T>  \  '" 

(23)  S =  V 5 )    ' 

i  est  i  ou  i  selon  que  (a,  b,  c)  est  proprement  ou  improprement  pri- 
mitive; 

/„,  u0  est  la  plus  petite  solution  positive  de  l"  —  D«3=  ±a-2,  où  l'on 
prend  au  second  membre  -4-  ou  —  selon  que  (a,  b,  c)  n'équivaut  pas 
ou  équivaut  à  (—a,  b,  —  c);  enfin  on  suppose  que  la  racine,  w,  qu'on 
a  développée  en  fraction  continue,  est 

_  —  b  +  n  v/D 


(YJ=±t), 


ce  qui  définit  Y]  dans  (23). 
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On  reconnaît  aisément  que  le  numérateur  et  le  dénominateur,  dans 
le  second  membre  de  (22),  sont  des  entiers  premiers  entre  eux;  il 
s'ensuit  qucpm  et  qn  sont  respectivement  égaux  à  ces  deux  termes,  au 
même  signe  près,  c'est-à-dire  qu'on  a 

l  ±pm  =  p^-(bp  +  cq)^, 
(22  bis)  1  *  a 

1  ±qn=q^  +  (ap-+-bq)^, 

V  c  a 

les  signes  se  correspondant. 

On  sait  (I,  n°  17)  que,  si  l'on  nomme  z  le  quotient  complet  qui  suit 
la  réduite  pm  ;  qm  (et  par  la  périodicité,  c'est  aussi  celui  qui  suit  p  :  q) 
la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  pm  :  qm  soit  fraction, 
d'Hermile  est  qu'on  ait,  en  désignant  par  p'm:  q'u  la  réduite  précé- 
dente, 

c  est-a-dire 

<24)  ?»(«  — i)>?»(a  — s). 

C'est  toujours  vérifié  sis>2;  mais  ici,  par  l'hypothèse  faite  sur  le 
quotient  incomplet  qui  suit  p  ;  q,  le  plus  grand  entier  contenu  dans  z 
est  1;  en  sorte  que 

2  —  -  >  o        el        3  =  —  1  >  o. 
L'inégalité  (24)  s'écrit  donc 


d'où,  en  vertu  de  (22  bis)  et  puisque  q'm  et  qm  sont  essentiellement 
positifs, 


(25) 


?'*»i  +  («/>'+  b<j')u, 
<]  tm  +  (dp  -h  bq  )u, 


>    2 


2S  —  I 


p'  :  q'  étant  la  réduite  qui  précède  p  ;  q. 

Il  s'agit  de  reconnaître  si  (25)  est  vérifiée  ou  non  pour  toutes  les 
valeurs  de  m  supérieures  à  une  limite  finie. 

Le  premier  membre,  abstraction  faite  du  signe  de  valeur  absolue. 

Journ.  de  Math,  {y  série),  tome  II.  —  Fasc.  II,  inifi.  If) 
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c'est-à-dire  la  quantité 

(26\  g't,„+(ap'-h  bg')u 


q  t„,+  (a/>  +  bij  )«,„' 
a  pour  limite,  quand  m  tend  vers  »,  la  quantité 

(26  6Ù)  q'vs/D  +  iap'+bq')^ 

'/  n  v't->  +  («/>  -H  /"/  ) 

parce  que,  pourw  =  ao,  la  limite  de  /,„  :  «,„,  par(23),  est  q\D  ('). 

Or  la  quantité  (26  bis)  a  une  expression  très  simple.  On  a  posé  en 
effet 

_—b  +  rl\/T)  ,        -  b  —  ï)  v/ÏÏ 


en  s  appuyant  sur  l'équation 


(27)  w  — 


_  /'- 


'/  =  +  -7 


que  donne  la  théorie  des  réduites,  et  sur  l'équation  analogue  pour  z', 
irrationnelle  conjuguée  de  z, 

(■7**)  »' =*$¥:> 

on  voit  de  suite  que  (26  èts)  est  —  s'. 

Donc  la  limite  de  la  quantité  (26)  est  —  z'\  d'autre  part,  z,  quotient 
complet  de  la  partie  périodique  de  w,  est  périodique  simple,  en  sorte 
(n°21)  que  z'  est  compris  entre  —  1  et  o.  Alors  —  z'  estposilif,  et 
dès  lors  (26),  pour  m  assez  grand,  est  positive;  on  peut  donc,  au 
premier  membre  de  (25),  supprimer  le  signe  |     |  de  valeur  absolue. 

Trois  cas  sont  à  distinguer  : 

i'1  -  s'^>  _  __'  ■  Alors  l'inégalité  (23)  est  toujours  vérifiée  pour 
m  dépassant  une  certaine  limite;  les  réduites  homologues,  pm:qm, 
de  />  :  y,  finissent  donc  par  être  toutes  des  fractions  d'Hermite. 

('  )   Car,  si   i)  =  1 .  en  c   rit  (23)  : 

O,,,-  "„,/D)  :(*,„+  „„lN/Ô)  =  (±  a2)"'  :  00+«oV/D)m; 
il  un  la  limite  indiquée.  Calcul  analo.gue  pour  »)  z=  —  1. 
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-,o  —z'<:   r''~Z  ■  Ces  réduites  finissent  par  n'être  jamais  des  frac- 

^   2  S  —  1 

tions  d'Hermite. 

30    _  z<  —  3  ~~ s  .    H    faut    revenir    à    (25),     en    y    remplaçant 
2;  —  1 
(2   -  s):  (2:  —  1)  par  —  z',  et  en  y  supprimant,  au  premier  membre, 

le  signe  de  valeur  absolue. 
L'inégalité  (2a)  s'écrit  ainsi  : 

<(,       l<" 
ap  +  q  I  b  -H  — ■ 


«/?  -h  q  [b  -+- 


Mais  —  ;'est  aussi,  par  ce  qui  précède,  égal  à  la  quantité  (26  bis), 
en  sorte  qu'il  vient 


t, 


C'lJ'  +  fl'V'  +  ^,)        ff/>'  +  y'(6-H7)v/D) 


Le  dénominateur  du  premier  membre  a  pour  limite  (m  =  =0)  celui 
du  second,  qui  est  fixe  et  évidemment  non  nul  ;  ces  deux  dénomina- 
nateurs  sont  donc  de  même  signe  pour  m  assez  grand,  en  sorte  que 
dans  (28),  on  peut  chasser  les  dénominateurs,  et  l'on  a  alors,  après 
réductions, 
(29)  a(pg'-gp')(^L—n\/Ûj>o. 


On    vérifie  facilement,   par  (23),   que  La.  —  i\y/Tt  a   le  signe  de 
•/](/„  -  uu\jD)m,  et  (29)  s'écrit  finalement 
(3o)  i\a{,pq'—qp')(ttt—  u^fï))'" >  o. 

De  là  deux  sous-cas  : 

1"  (o  n'équivaut  pas  à  —m,  c'est-à-dire  qu'on  a  t\  D«|;  =  cr2; 
donc  t„—  «oVD  est  >o;  dès  lors,  toutes  les  réduites  pm;  </„<  finissent 
par  être,  ou  ne  pas  être,  des  fractions  d'Hermite  selon  que 

(3i)  ■i)a{/>q'  —  qp')>o        ou        •oa(py'—qp')<o, 
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D'ailleurs  p'  :  q'  et  p  \  q  étant  réduites  consécutives  de  to,  on 
a  p?'  -  qp'  =  ±  i . 

20  o)  équivaut  à  — -eu,  c'est-à-dire  qu'on  a  /j;  —  D«J  =  —  s2; 
alors  /„  —  u0\D  est  <oe(  (3o)  s'écrit 

(32)  t\a{pq' —  qp')  (— 1)'">  o. 

Donc,  des  deux  réduites  homologues  pm  \  qm  et  pm+l  ;  </,„+,,  Y  une 
est  fraction  d'Hermite,  et  l'autre  non;  il  faut  donc  ici  doubler  la 
période  minima  de  to,  pour  en  déduire  la  période  hermilienne 
minima. 

\J existence  de  celle-ci  résulte  de  cette  analyse. 

41.  Sa  foi-mal  ion  en  résulte  aussi,  car  on  sait  voir,  dans  tous  les 
cas,  si  un  quotient  incomplet  i,  figurant  dans  la  période  -0  (n°  40), 
subsiste  ou  non  dans  la  période  hermitienne  :  il  suffit  de  reconnaître, 
par  les  règles  qu'on  vient  de  donner,  si  les  réduites  homologues  de 
celle,  p  ;  q,  qui  précède  ce  quotient,  finissent  par  être,  ou  ne  pas  être, 
des  fractions  d'Hermite. 

On  peut  d'ailleurs  simplifier  ces  règles,  en  introduisant,  au  lieu  de  z 
ou  de  z',  les  réduites//  :  q'  et  p  ;  q,  grâce  à  (27)  et  (27  bis).  On  arrive 
ainsi  à  Y  énoncé  final  : 

Soit  p  :  q  la  réduite  de  w  [racine  de  la  forme  (a,  b,  c)]  qui  précède 
un  quotient  incomplet,  1,  de  la  période  minima;  soit  p'  ;  q'  la 
réduite  qui  précède  p  ;  q. 

Ce  quotient  1  sera  conservé  ou  non  dans  la  période  du  dévelop- 
pement hermilien,  selon  que  les  deux  quantités 

( 33 )  ap-  4-  2  bpq  -h  cq- , 

(34)  aip^pp'  +  p'*)  +  b{zpq  +  np'q' +  pq'+qp')+  c(<72-l-  qq' +  q") 

sont,  ou  non,  de  signes  contraires. 

Dans  le  cas  où  la  seconde  quantité  serait  nulle  :  i°  si  co  n'équivaut 
pas  modulairement  à  —  co,  le  quotient  1  considéré  sera  conservé,  ou 
non,  selon  que 

(35)  «(rtw  -h  b)  (pq'  —  qp')  sera   >o  ou   <o; 

2°  si  w  équivaut  modulairement  à  —  co,  il  faudra  doubler  la  période 
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minima  de  co  pour  en  déduire  celle  du  développement,  et  la  règle 
précédente  (35)  s'appliquera  encore  ('). 

Remarques .  —  i°  Quand,  dans  la  période  de  la  fraction  continue  co, 
on  supprime  un  quotient  incomplet  i,  il  va  sans  dire  qu'on  fait  subir 
à  cette  fraction  la  modification  (20)  du  n°  5o. 

20  On  établirait  facilement  que,  si  la  quantité  (34)  s'annule,  la 
demi-circonférence  C  passe  par  des  sommets  modulaires. 

3°  Dans  l'usage  des  formules  (33)  à  (35),  il  faut,  puisqu'on  a  appli- 
qué (22)  à  p'  :  q'  et  à  p  ;  q,  que  ces  deux  réduites  précèdent  des  quo- 
tients incomplets  appartenant  à  la  partie  périodique  de  co. 

42.  Réduites  principales  tV Hermite.  —  On  appellera  ainsi  les 
réduites  dont  la  circonférence  représentative  coupe  le  côté  curviligne 
du  domaine  fondamental  modulaire,  D0. 

Il  est  évident  qu'un  arc,  découpé  par  le  domaine  D,  sur  la  circon- 
férence C,  représentative  de  (a,  /;,  c),  donnera  naissance  à  une  réduite 
principale  s'il  coupe  la  base  de  D;  dès  lors,  si  p  ;  q  est  pointe  de  do- 
maines traversés  par  C,  il  correspond  à  p  \  q  deux  arcs  de  cette  nature, 
découpés  sur  C,  l'un  par  le  premier,  l'autre  par  le  dernier  domaine  de 
pointe  p  :  q,  que  traverse  C  (I,  n°  iî). 

Dès  lors,  d'une  manière  générale  : 

Le  nombre  des  réduites  principales  cV  Rermile  est  double  de  celui 
des  pointes  distinctes  des  domaines  modulaires  D'averses  par  C, 
pendant  une  période  d'arcs. 

SiC  ne  passe  par  aucun  sommet  modulaire,  il  résulte  desnos  50 
et  3i  que  le  nombre  des  pointes  distinctes  considérées  est  le  même 
pour  C  et  pour  la  droite  x  =  co;  donc  que  : 

Le  nombre  des  réduites  principales  d'Hermite  est  double  de  celui 
des  termes  (quotie/its  incomplets  )  de  la  période  'j?  (n°  59),  dans  le 
développement  hermilien  de  co  Ç2). 

(')  Cela  résulte  aisément  île  (32)  et  île  ce  que,  quand  oj  équivaut  à  — co,  le 
nombre  des  termes  de  la  période  mini  nia,  dans  la  fraction  continue  co,  est  impair. 

(2)  I'ar  le  n"  39,  'A1  est  la  période  minima,  ou  son  double,  selon  que  u  n'équi- 
vaut pas,  ou  équivaut,  à  — co. 
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Pour  traiter  le  cas  où  C  passe  par  des  sommets  modulaires, 
supposons  que  nous  choisissions  pour  oj  la  seconde  racine  de  la 
forme  (a,  />,  c), 

_  _  b  -t-  y/D, 


a 


la  difficulté  provient,  comme  au  n°  37,  des  réduites  équivalentes  à 
(a,  />,  c),  dont  la  circonférence  représentative  passe  par  un  des 
sommets,  A  ou  B  (\,fig.  i,  n°  2),  du  domaine  fondamental  D0. 

Si  C  désigne  toujours  la  demi-circonférence  de  (a,  b,  c),  suivie  de  o/ 
à  oj,  soit  A  Varc  de  C  qui  aboutit  à  un  sommet  modulaire,  <7,  situé 
sur  C  :  il  lui  correspond  un  arc  réduit,  A,,  qui  traverse  D0  et  aboutit 
à  A  ou  à  B;  supposons  que  ce  soit  à  B.  Cet  arc,  prolongé  au  delà  de  B, 

ira  évidemment  couper  Ox  en  un  point  oj,,  situé  entre  les  points  - 

et  i;  au  sortir  de  D0  il  pénètre  donc  dans  un  domaine  de  pointe  +  i. 
De  plus,  si  (a,  [i,  y)  est  la  réduite  (principale)  d'Hermite,  équiva- 
lente à  (a,  b,  c),  représentée  par  C,,  demi-circonférence  qui  porte 
l'arc  À,,  oj,  sera  la  seconde  racine  de  cette  forme, 

-(3  +  y/D 

COi  —   > 

a 

et  il  est  clair  géométriquement  que  oj,  est  la  plus  grande  racine  de  la 
forme  (a,  (3,  y);  d'où  a  >  o. 

Enfin  C,  passant  par  B  et  contenant  A  à  son  intérieur,  on  aura 

a  +  (3  -t-y  =  O  et  a  —  [3  -t-  y  <  o,  d'où  (3  >  o. 

Inversement,  A,  équivaut  modulairement  à  une  infinité  d'aresde  C  : 
si  T  est  la  substitution  modulaire  qui  transforme  A,  en  A,  et  S  celle,  si 
souvent  introduite,  qui  transforme  C  en  C,  les  arcs  cherchés  seront 
les  A,TS'".  Prenons  m  >  o;  nous  pouvons  le  choisir  assez  grand  pour 
que  les  A,TS'"  s'approchent  de  oj,  sur  C,  autant  qu'on  le  voudra  (n°  55). 
Cherchons  l'effet  de  la  substitution  S'"T~',  inverse  de  TS'n,  sur  la 
demi-droite  x  =  oj.  D'abord  S-'",  n'altérant  pas  oj,  la  change  en  une 
demi-circonférence,  C.  tangente  à  C  en  oj,  et  extérieure  à  C  (ibi(L); 
on  peut  évidemment  prendre  m  assez  grand  pour  que  C  soit  aussi 
voisine  de  C  qu'on  voudra.  Cela  résulte,  soit  du  n°  55,  soit  de  ce 
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que  S"'"  transforme  le  point  20  en  un  point  de  Ox,  qui  tend  évidem- 
ment vers  co'  pour  m  —  4-  =c.  Alors  la  demi-droite  x  =  co,  qui  va  de  co 
au  pointée  devient  bien  une  demi-circonférence,  aussi  voisine  qu'on 
veut  deC.  Effectuant  ensuite  T^',  on  voit  que  S~raT""  change  C  en  C, 
et  x  =  co  en  une  demi-circonférence,  C',,  voisine  de  C,  et  touchant  C, 
en  co( . 

Distinguons  maintenant  deux  cas  : 

i°  C,  est  exlérleureàCl .  —  Alors,  en  faisantla  figure,  on  voit  que  C, , 
aux  environs  de  B,  traverse  deux  domaines  modulaires  que  ne  traverse 
pas  C,  (n°  57)  et  de  pointes  respectives  oc  et  +  1  :  mais  ces  pointes 
sont  pointes  d'autres  domaines  traversés  à  la  fois  par  C,  et  G',. 

Enfin,  à  la  région  comprise  entre  C,,  C,  et  l'axe  des  x,  répond 
modulairement  celle  (infinie)  comprise  entre  la  demi-droite  x  =  co, 
C  et  l'axe  des  x,  à  partir  de  co'  jusqu'à  l'infini  :  or,  en  suivant  C, 
vers  co,,  on  laisse  la  première  région  à  sa  gauche;  donc,  en  suivant  C 
dans  le  sens  correspondant,  c'est-à-dire  vers  co,  on  laissera  aussi  la 
seconde  région  à  gauche,  ce  qui  exige  que  co  soit  plus  grand  que  co', 
donc  que  a  soit  positif.  Comme  déjà  oc  >  o,  on  aura  av.  >  o. 

20  C\  est  intérieure  à  G,.  --  On  voit  que  G',,  aux  environs  de  B, 
traverse  deux  domaines  modulaires  que  ne  traverse  pas  G,,  et  tous 
deux  de  pointe  o;  de  plus  C,  ne  traverse  aucun  domaine  de  pointe  o. 

Enfin,  on  reconnaît  qu'ici  co  est  plus  petit  que  co',  donc  aoc  <  o. 

Mêmes  conclusions,  quand  l'arc  réduit  X,  passe  par  A,  pour  les 
domaines  traversés  par  G,  et  G,  aux  environs  de  A,  et  pour  le  signe 
correspondant  de  a.v,  c'est-à-dire  que  av.  est>o  ou  <o  selon  que  G, 
ne  traverse  pas  ou  traverse  des  domaines  de  pointe  o  (non  traversés 
parC,). 

Cela  posé,  rappelons  (n°  42)  que  les  réduites  principales  d'Hermite 
équivalentes  à  (a,  l>,  e)  correspondent,  par  couple  de  deux,  à  chacun 
des  changements  de  pointe  dans  la  suite  des  domaines  modulaires 
traversés  par  G,  ou  par  G,,  dans  l'intervalle  d'une  période  d'arcs  :  les 
deu.x  réduites  d'un  couple  ont  pour  arcs  les  arcs  réduits  respectivement 
équivalents  aux  deux  aies  de  G  (ou  de  G,)  qui  précèdent  et  suivent 
immédiatement  le  changement  de  pointe. 

C,  étant  toujours  supposée  passer  par  1!,  les  deux  réduites  princi- 
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pales  qui  correspondent  au  changement  de  pointe  dû  à  la  traversée 
de  B  sont  d'abord  (a,  [3,  y),  puis  sa  transformée  par  la  substi- 
tution |  X,  Y;  X,  X  +  Y  |,  laquelle  correspond  à  la  substitution  modu- 
laire qui  réduit  l'arc  faisant  suite  à  A,  sur  C,.  Cette  seconde  forme 
(a  4-2(3  +  y,  (3  4- y,  y)  a  son  premier  coefficient  du  même  signe 
que  a,  car,  en  vertu  de  a  -1-  (3  -f-  y  =  o,  il  est  égal  à  [3,  qui  est  positif; 
et  sa  circonférence  représentative  passe  par  A. 

Appliquons  les  principes  précédents  au  changement  de  pointe 
qu'entraîne  la  traversée  du  point  B  par  C,. 

Dans  les  deux  cas  i°  et  20,  on  passe  de  la  pointe  ce  à  la  pointe  4-  1 . 
Mais,  dans  le  cas  i°,  la  suite  des  domaines  traversés  par  C,  présente 
(aux  environs  de  B)  le  même  changement  de  pointe;  dans  le  cas  2°elle 
présente  deux  changements  de  pointe  (de  00  à  o  et  de  o  à  1)  :  sous  une 
autre  forme,  dans  la  suite  d'Hermite  que  constituent  les  pointes  des 
domaines  traversés  par  x  =  co,  correspondra  à  la  traversée  de  B, 
dans  le  cas  i°,  le  passage  d'une  fraction  (transformée  de  00  par  TSm) 
à  la  suivante  (transformée  de  4- 1);  et,  dans  le  cas  20,  deux  passages, 
celui  d'une  fraction  (transformée  de  00)  à  la  suivante  (transformée 
de  o),  et  celui  de  cette  dernière  à  la  suivante  (transformée  de  +  1). 

Les  deux  casse  distinguent  l'un  de  l'autre  par  aa|>o  (premier  cas) 
et  au.  <1  0  (second  cas). 

Dès  lors,  si  l'on  veut  maintenir  la  règle  du  n°  42,  à  savoir  que  le 
nombre  des  réduites  principales  d'Hermite  est  double  de  celui  des 
fractions  d'Hermite  (ou  des  quotients  incomplets  du  développement 
hermitien)  dans  l'intervalle  d'une  période  d'arcs,  on  voit,  en  s'ap- 
puyant  aussi  sur  ce  que  les  deux  réduites  principales  qui  correspondent 
à  la  traversée  de  B  (ou  de  A)  par  C,  ont  leurs  premiers  coefficients  de 
même  signe,  et  leurs  circonférences  passant  par  B  ou  A,  qu'il  faudra 
compter  pour  une  ou  pour  deux  toute  réduite  principale  (a,  (3,  y), 
dont  l'arc  représentatif  passe  par  B  ou  A,  selon  que  au.  sera  >o 
ou  <  o. 

De  là  l'énoncé  général  définitif  suivant  : 

Soit  (a,  b,  c  )  une  forme  indéfinie  dont  le  déterminant  n'est  pas 
carré.  Le  nombre  des  réduites  principales  d'Hermite  équivalentes 
à  (a,  b,  c)  est  deux  fois  le  nombre  des  quotients  incomplets  dans  la 
période  du  développement  hermitien  de  co,  seco/ide  racine   de  la 
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forme,  |co  =  (  —  b  ■+-  \/D)  :  a],  à  la  condition  de  compter  pour  deux 
toute  réduite  (oc,  p,  y)  pour  laquelle  le  produit  acnest  négatif  et  f/oreJ 
/«  demi-circonférence  représentative  passe  par  un  des  sommets  à 
distance  finie  A,  B,  du  domaine  fondamental  modulaire,  D0.  Toute 
autre  réduite  compte  pour  une,  et  L'on  regarde  comme  distinctes 
les  réduites  telles  que  (oc,  j3,  y)  e?/  (  —  a,  p,  —  y). 

La  période  hermitienne  dont  il  est  ici  question  est  celle  qui  est 
déduite  (nos  40-41)  de  la  période  minima  de  la  fraction  conti- 
nue co,  lorsque  co  n'équivaut  pas  modulaircmenl  à  —  co;  c'est  celle 
qui  est  déduite  du  double  de  la  période  minima,  dans  le  cas  con- 
traire ('). 

La  condition  pour  que  la  demi-circonférence  de  (a,  p,  y)  passe  par 
A  ou  B  est  oc  ±  p  -+-  y  =  o. 

44.  Corollaire.  —  Quand  il  y  a  des  réduites  principales  (a,  p,  y)  à 
compter  pour  deux,  c'est  que  C',,  entre  un  domaine  de  pointe  so  et.  un 
domaine  de  pointe  ±  i,  traverse  deux  domaines  de  pointe  o  :  il  y  aura 
donc,  dans  la  période  hermitienne,  le  quotient  incomplet  2  —  1 
(I,  n°26),  ou  1. 

Dès  lors,  s'il  n'y  a  pas  de  quotient  incomplet  1  dans  cette  période, 
chaque  réduite  principale  comptera  pour  une. 

Donnons  maintenant  des  exemples,  où  l'on  rencontrera  les  diverses 
circonstances  qui  peuvent  se  présenter. 

4iî.  Exemples.  —  i°  Forme  Y- —  i/jY2.  —  Remplaçons-la  par  la 

forme  équivalente  (X  —  3Y)2  —  i/j  Y2,  où 

a  =  i,         b  = — 3,         c=— 5         et         w  =  3  -+■  ^/i4. 

Formons  d'abord  la  période  hermitienne  pour  co.  En  fraction  con- 
tinue (ici  périodique  simple), 

w  =  (b\  1,  a,  1,  0,  1,  2,  1,  . . .) 

et  co  n'équivaut  pas  à  —  co. 

(')  Il  serait  aisé  aussi  d'établir  une  liaison  entre  les  quotients  complets  de  la 
période  hermitienne  et  les  réduites  principales  d'Hermite. 

Jouin.  de  Math.  (-"  série),  tome  11.  —  Fasc,  II,  1 9 iG.  20 
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La  période  à  considérer  est  donc 

6,       I,       2,       I, 

et  contient  deux  termes  i . 

Le  premier  i  suit  la  réduite  G  :  i ,  que  précède  i  :  o  ;  on  a  donc 

/*  =  6,        7  =  1  ;        p'=i,        <i'  —  o. 

Avec  ces  valeurs,  et  celles  ci-dessus  de  (a,  b,  c),  les  quantités  (33)  et 
(34)  sont  —  5  et  —  i,  donc  de  même  signe,  et  le  terme  i  est  dès  lors  à 
supprimer. 

Pour  le  second  i,  on  aurait 

E  =  12,        t\-l 

<y     '   3  '  q'         i  ' 

d'où  p,  q,  p',  q'\  les  quantités  (33)  et  (34)  sont  encore  —  5  et  —  i,  et 
le  second  i  est  aussi  à  supprimer. 

Le  développement  hermitien  de  w  a  donc  pour  quotients  successifs 

. . .,    7,    4,    8,    4-    8,    4,     •  ■  ■; 

la  période  est  8,4  et  a  deux  termes;  c'est  ici  celle  à  considérer  (et  non 
son  double)  pour  évaluer  le  nombre  des  réduites  principales,  lequel  est 
dès  lors  2  x  2  ou  quatre. 

Parmi  les  réduites  d'Hermite,  données  au  n°  58,  i°,  les  principales 
sont(i,  ±4.  2)et(2,  ±4)  i),  et  leurs  demi-circonférences  ne  passent 
par  aucun  des  sommets  de  D0  ;  leur  nombre  est  quatre,  comme  le 
veut  le  théorème  général. 

2°  For/iicX'-  —  i3Y2.  —  Nous  lui  substituerons  son  équivalente, 
pour  laquelle  a  =  i,  ô  =  —  3,  c  =  —  4î  W  =  3  -t-  ^13  et 

w  =  (t>,  i,  i,  i,  i,6,  i,  i,  i,  i,  . . .), 

fraction  périodique  simple. 

Ici  w  équivaut  à  —  w;  nous  devrons  doubler  la  période  minima. 

Considérons  d'abord  celle-ci,  G,  i,  i,  i,  i;  il  y  a  quatre  i.  Le  pre- 
mier i  suit  p  ;  q  =  6  :  l>  que  précède  p'  ;  q'  =  i  ;  o.  Alors  la  quan- 
tité (34)  est  nulle-,  (35)  est  —  i  ;  donc  le  1  est  à  supprimer  dans  la 
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première  période  minima  et  à  conserver  dans  la  seconde  [n°  10, 
éq.  (32)]. 

Le  deuxième  i  suit  p  :  q  =  7  :  i ,  et  l'on  a 

alors  (33)  et  (34)  sont  -+-  3  et  —  2,  donc  de  signes  contraires,  et  le  1 
est  à  garder  dans  toutes  les  périodes. 

Le  troisième  1  suit  p  :  q  =  i3  :  2,  et  l'on  a  p'  :  q'  =  7  : 1;  les  quan- 
tités (33)  et  (34)  sont  —  3  et  -+-  2;  donc  encore,  le  1  se  garde  dans 
toutes  les  périodes. 

Enfin  le  quatrième  1  suit  p  :  q  =  20  :  3,  et  l'on  a  p'  \  q'  =  i3  :  2;  la 
quantité  (34)  est  nulle;  (35)  est.  4-  1;  donc  le  1  se  conserve  dans  la 
première  période  et  se  supprime  dans  la  seconde. 

Les  quotients  incomplets  successifs  du  développement  de  co  sont 
donc,  après  les  modifications  dues  aux  suppressions  de  1, 

...,    7,     2,     1,      1,     6,     1,      1,     2,     8,     2,     1,     1,     6,      ...; 
la  période  hermitienne  est,  abstraction  faite  de  tout  signe, 
2,      1,      1,     6,      1,      1,     2,     8; 

elle  comprend  huit  termes,  et  c'est  bien  celle  qu'on  déduit  de  la  pé- 
riode minima  de  la  fraction  continue,  répétée  deux  fois. 

Donc  le  nombre  des  réduites  principales  d'Hermite  est  8x2  =  16. 

Ces  réduites,  formées  directement,  sont  : 

(3,±2,-3),    (-3,±2,3), 
(.,±3,-4),    (3,  ±i,-4),    (— 1,  ±3,4),    (-3,  ±1,4). 

Les  quatre,  (a,  [i,  y),  de  la  première  ligne  ne  satisfont  pas 
à  a±3-)-Y  =  o;  les  huit  de  la  seconde  y  satisfont,  c'est-à-dire 
que  leurs  circonférences  passent  parunsommetde  D0.  Parmi  ces  huit, 
quatre  ont  leur  premier  coefficient  <  o,  et  comptent  dès  lors  chacune 
pour  2;  toutes  les  autres  réduites,  au  nombre  de  l\  +  4,  ou  8,  comptent 
respectivement  pour  une;  donc  le  total  est  l\.%  +  8  ou  seize,  ce  cpii 
vérifie  le  théorème. 

3"  Forme  Xa  —  '>  YJ;  œ,  =  ^3,  non  équivalent  à  —  w,.  —  Prenons 
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a)  =  i  -+-  J'3,  d'où  a=  i ,  b  =  —  i,  c  =  —  2;  on  a 

W  =  (2,  1,  2,  1,  . ..), 

et  la  période  est  2,1.  Le  premier  1  suit  la  réduite/?  :  g  =  2  :  1 ,  et//  :  g' 
est  1  :  o.  On  trouvequela  quantité  (34)  est  nulle  et  que  (35)  est  <  o; 
dès  lors  1  se  supprime  dans  toutes  les  périodes,  et  les  quotients  incom- 
plets successifs  du  développement  hermitien  sont  3,  /J,  4)  ■■•'■,  la 
période  est  4  et  n'a  qu'un  terme  ;  il  y  aura  donc  deux  réduites  princi- 
pales. On  trouve  effectivement  que  les  réduites  principales  sont 
ici  (1 ,  —  1,  —  2)et(i,  1,  —  2);  leurs  demi-circonférences  passent  par 
un  sommet  de  D0,  car  a  zh  fi  +  y  est  nul  pour  chacune.  D'autre  part, 
les  deux  a  sont  positifs,  comme  «,  de  sorte  que  les  deux  réduites  prin- 
cipales obtenues  comptent  respectivement  pour  une,  d'où  le  nombre 
voulu,  deux. 

4°  Forme  X- —  19Y1'. —  Prenons  co  =  4  +  y/i9,  d'où  a=i, 
b  =  —  4,c=  —  3  et 

u=(8,  2,  1,  3,  1,  2,  ...); 

co  non  équivalent  à  —  œ. 

Le  premier  1  de  la  période  suit  p  :  q  =  17  :  2  et  //  :  g'  =  8  :  1;  la 
quantité  (34)  est  nulle,  et  (35)  est  >  o,  en  sorte  que  le  1  se  conserve 
dans  toutes  les  périodes.  On  verraitqu'il  en  est  de  même  du  second  1. 
La  période  hermitienne  est  donc 


8,     2,     1,     3. 

1,     2 

et  renferme  six  termes. 

Les  réduites  principales  sont  ici 

(      i,±4,—  3),     (- 

3,  ±4,  0, 

(-3,  ±2,       5),     (- 

■2,  ±3,5); 

les  quatre  de  la  seconde  ligne  vérifient  seules  a±  fî  -)-  y  =  0;  d'autre 
part  leurs  a  étant  négatifs,  chacune  doit  compter  pour  deux.  Le  nombre 
total  est  donc  4  +  2.4>  ou  douze,  qui  est  bien  le  double  du  nombre, 
six,  des  termes  de  la  période  hermitienne. 
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Remarques  sur  certaines  suites  d'approximation; 
Par  G.   HUMBERT  ('). 


1.  But  du  travail.  —  Soient  co  une  irrationnelle  positive  et  v  un 
nombre  donné,  au  moins  égal  à  2  :  nous  dirons  qu'une  fraction  irré- 
ductible, p  :  q,  est,  pour  co,  une  fraction  (v)  si  l'on  a 


(■) 


u-£ 


1 
<  — « 


On  sait,  puisque  v  >  2,  que  toute  fraction  (v)  est  une  réduite  ordinaire 
de  a>;  on  trouvera  donc  les  fractions  (v)  en  supprimant,  dans  la 
suite,  S„,  des  réduites  successives,  celles,  p  :  q,  qui  ne  satisfont  pas 
à  (1)  :  il  restera  alors  une  suite,  que  nous  appellerons  Sv,  et  qui 
contiendra  toutes  les  fractions  (v),  rangées  dans  l'ordre  des  déno- 
minateurs croissants.  Mais  rien  ne  prouve  que  Sv  existe,  ni,  surtout, 
que  Sv  soit  une  suite  infinie. 

M.  Hurwitz  a  établi  (2),  et  le  résultat  est  aujourd'hui  classique, 
que  Sv  existe  toujours,  et  est  infinie,  pour  v  =  y/5  :  quelle  que  soit  la 
simplicité  de  la  démonstration  de  M.  Hurwitz,  on  peut  donner,  de 
son  théorème,  une  démonstration  plus  simple  encore,  et  c'est  là  le 
premier  objet  du  présent  travail. 

M.  Hurwitz  a  montré  ensuite  (Jbid.),  en  s'appuyant  sur  une 
belle  proposition  de  M.  Markoff,  que,  si  l'on  excepte  l'irrationnelle 
a  =  (1  -+-\/5)  :  2)  et  celles  qui  équivalent  modulairement  à  a  ou  à  —  a, 
la  suite  répondant  à  v  =  \J8  est  une  suite  infinie  pour  toute  irration- 

(')  Nous  renverrons  au*  deux  Mémoires  qui  précèdent  par  les  rliilFr- ■«  I  el  II. 
(2)  Math.  Ann.,  l.  XXXIX,  1891,  p.  279. 

Journ.  de  Matk,  (7*  série),  tome  II.  —  I-'usc.  III,  1916.  21 
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nelle  :  nous  établirons  également  ce  fait,  d'une  manière  directe  et 
élémentaire. 

Puis,  après  avoir  présenté  quelques  remarques  sur  la  formation  des 
suites  S2  et  S^,  nous  montrerons  que,  quel  que  soit  v,  la  suite  Sv,  si 
elle  existe,  possède,  pour  un  nombre  quadratique,  o>,  une  sorte  de 
périodicité;  nous  déduirons  de  là  le  théorème  de  M.  Markoff;  nous 
exprimerons  enfin,  d'une  manière  simple,  la  condition  nécessaire  et 
suffisante  pour  que  co  admette  une  suite  Sv  infinie. 


2.  Premier  théorème  de  M.  Huiwitz.  —  Je  dis  d'abord  que,  pour 
passer  de  S0  à  S  ,j ,  on  n'a  jamais  à  supprimer  /rois  réduites  consé- 
cutives. 

En  premier  lieu,  il  est  clair  que  les  réduites  à  supprimer  sont  parmi 
celles  qui  précèdent  un  des  quotients  incomplets  i  ou  2;  supposons 
ensuite  qu'on  doive  supprimer  les  réduites  successives  p0  ;  q0  ;p,  :  qt  ; 
p2  :  q2;  c'est-à-dire  qu'on  ait 


<7o 


<7o  ^  ' 


q\JZ' 


'h. 


'/U'-o 


Ajoutant  les  deux  premières  inégalités  membre  à  membre,  et  obser- 
vant que  co  est  entre  pn  :  q0  et  p,  ;q{,  on  a,  puisque/?,,  q,  — P\<io  —  — l  • 


ce  qu'on  écrit 

(2)  q'\  —  \f5qiqo-hql  =  0     et,  de  même,     q\  —  \/5  q2qt  -+-  q\  <  o. 

Comme  d'autre  part  ^o^  g,  <Cq»,  et  que  l'équation .r2  — y/5. f  +  i  =0 
a  une  racine  entre  o  et  1 ,  et  une  autre  entre  1  et  ce,  on  tire  de  (2) 


(3) 


7,      _i_+V5) 


'h 

'h 


y  5 


Enfin,  si  lit  est  le  quotient  incompletqui  suit  p,  :qnonaq„=htqt-\-q9, 
et  la  dernière  inégalité  (3)  s'écrit 

/?1  +  £o<l±vi. 

q\~       2 
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Par  hypothèse,  h,  =  i  ou  2;  or  hK  =  2  est  impossible,  le  second 
membre  étant  <  2  ;  donc  /i ,  =  1 ,  et  il  reste 

g.<-'+Vs,         d.où       2i>'  +  v/5. 

Cela  contredit  la  première  inégalité  (3),  carie  signe  =  ne  peut  con- 
venir, g,  et  q„  étant  entiers. 

Donc,  si  v  =  y'5,  on  ne  supprime  jamais  trois  réduites  consécutives 
dans  S0,  c'est-à-dire  que,  sur  trois  réduites  consécutives,  l'une  au 
moins  est  une  fraction  (v'5). 

Corollaire  1.  —  La  suite  S/j  est  dès  lors  infinie;  c'est  le  théorème 
de  M.  Hurwitz. 

Corollaire  11.  —  Si  l'on  a  à  supprimer  pt  :  qt  elp2  ;  q.2,  réduites 
consécutives,  il  résulte  de  l'analyse  précédente  que  h,  —  1  :  donc,  si 
deux  réduites  consécutives  ne  sont  pas  fractions  (v'5),  le  quotient 
incomplet  qui  suit  la  première  est  1 . 

ô.  Remarque.  —  Si  l'on  reprend  les  calculs  précédents  en  écrivantv, 
au  lieu  de  \J5,  les  inégalités  (3)  deviennent 


(4)  -<fx;  -<n;  ou  P= 


de  la  seconde  on  tire 


■28  5  p. 

<7i 


Si  u<  2,  c'est-à-dire  si  v  <-,  on  reconnaît  encore  que//,  (qui  est 

1  ou  2,  d'après  cette  valeur  de  v)  est  nécessairement  1  ;  alors, 
Vi  :  <7o='  '•  (\'-~  l)'t  '";'is  il  n'y  a  contradiction  avec  la  première  (4) 
que  si  1  :  (ul—  i)5u,  d'où  l'on  tire  aisément  v£  \  ">• 

La  démonstration  ne  s'applique  donc  pas  à  un  nombre  v>  y/5  ;  elle  - 
explique  l'intervention  du  nombre  y/5  dans  la  question. 

4.  Second  théorème  de  M.  Hurwitz.  —  Soit  v=  v  8.  Les  réduites 
à  supprimer  dans  S„  sont  toujours  (puisque  v<3)  parmi  celles  qui 
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précèdent  un  des  quotients  incomplets  i  ou  2;  je  dis  que,  si  l'on  a 
supprimé  A-  réduites  consécutives  (A>3),  et  si  l'on  choisit  d'une 
manière  quelconque  /rots  réduites  consécutives  parmi  ces  k,  celle  du 
milieu  précède  nécessairement  le  quotient  incomplet  1. 

Supposons  supprimées  les  trois  réduites  consécutives^,,  ;  ç0;  pt  :  q, 
el  p«  :  «721  toul  revient  à  établir  que  h,  =  i,  avec  les  notations  précé- 
dentes. 

On  a,  par  les  mêmes  calculs  qu'au  n°  2, 

—  <  I   -t-  V  2  . 

7.  ~ 


(5) 

'/1  <  V8  +  2 

=  1 

-l-y/2 

el 

fjo  =            2 

De 

la  seconde  on  tire  encore 

/'. 

-h\/'2 

Mais  h,  —  1  ou  2;  si  ht  =  2,  on  aurait 
ou 

—  I  -jr =  ,  +  y/a 

<7o       y/2  —  I 

d'où  contradiction  avec  la  première  (5).  Donc  A,  =  1.       cq.  f.  d. 

Nota.  —  La  démonstration  ne  s'applique  pas  pour  v2  >  8;  car,  en 
gardant  les  notations  du  n°  5,  la  contradiction  n'existe  que  si 

1  :  ([j.  —  2)  j_  p.,  d'où         (iii  +t/a         et        v$  2 y/2. 

S.  Corollaire.  —  Si,  dans  la  fraction  continue  o>,  les  quotients 
incomplets  sont,  à  partir  d'un  certain  rang,  tous  égaux  à  1,  a>  équivaut 

modulairementà  aou  à  —  a,  en  désignantpar  a  la  fraction  1  H , 

et  a  =  (1  +  v/5)  :  -■ 

En  tout  autre  cas,  il  y  a,  dans  la  fraction,  une  infinité  de  quotients 
incomplets  au  moins  égaux  à  2,  et  il  résulte  alors  du  numéro  précé- 
dentque/outo' les  réduites  déco  ne  pourront  pas  être  supprimées,  dans 
le  passage  à  S/5,  à  partir  d'un  rang  fini  donné,  d'ailleurs  quelconque. 
Sous  une  autre  form:,  la  suito  S/jest  infinie  pour  une  irrationnelle  eu, 
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non  équivalente  modulairement  à  a  ou  à — a  ;  c'est  le  second  théorème 
rie  M.  Hurwilz. 

(>.  Suite  de  Minkowski  (').  —  C'est  S2.  On  établit  comme  au  n°2 
que,  pour  passer  de  S0  à  S2>  on  n'a  jamais  à  supprimer  deux  réduites 
consécutives  de  to.  D'autre  part,  les  réduites  à  supprimer  ne  peuvent 
être  (puisque  v  =  2)  que  parmi  celles  qui  précèdent  le  quotient 
incomplet  1,  et  de  là  résulte  un  développement  de  co  en  fraction  con- 
tinuelle, par  le  procédé  indiqué  (I,  n°  22)  pour  déduire  le  dévelop- 
pement hermitien  delà  fraction  continue  : 

tu  =  0o-i ! (a  —  ±1). 


h-h 


Ce  développement  coïncide  avec  celui  que  Minkowski  obtient 
directement;  les  fractions  successives  qu'il  fournit  donnent,  dans  leur 
ordre,  les  termes  de  S2. 

7.  Remarques  sur  les  suites  S  n  et  S2.  —  De  ce  qui  précède  résulte 
aisément  un  procédé  pour  former  chacune  de  ces  deux  suites  à  partir 
de  ses  deux  premiers  termes. 

Il  suffit  d'observer  que,  si  l'on  connaît  deux  réduites  consécutives 
p,  :  q,  et  p  :  q,  de  w,  la  réduite  suivante  est  (p(i  +  p')  ;  (yt)  +  q'),en 
désignant  par  0  l'entier  maximum  contenu  dans  le  quotient  complet 
(p'-q'w)  :  (qu>-p). 

Soient  alors  p0  :  q0  et  p  :  q  deux  termes  consécutifs  de  S/g-;  on 
reconnaît  facilement  (•)  que  la  réduite  p'  ;  q' ,  de  u>,  qui  précède  p  :  q, 
est  donnée  par  les  formules  suivantes,  où  l'on  a  posé 

a  =  I  Pla  —  <lPo  I    ; 


(')  Math.  A/1/1.,  1.  LIV,  1901,  j>.  <)i-i?4- 

(s)  On  suppose  successivement  que,  entre  />„  :  q„  et  y  :  y,  il  y  a  eu  1,  o  ou  2 
iiiluiles  supprimées,  lesquelles  précèdent  alors  des  quotients  incomplets  1  ou  2. 
De  là  les  trois  <ms  à   distinguer.  On  utilisera  le  corollaire  II  du  n°  2  ci-dessus. 


iGo  G.     HUMBERT. 

to  Si  (»--)  (»  —  — )>o,  on  aura 

»'=- —  .  Q  —- —  et  nécessairement         s=i   ou   2; 

a  'a 

2°  Si  (  oj  —  f-  )  |  w  —  —  )  -<  o  et  a  =  1 ,  on  aura 

V  97  V  <7o/ 

p'=p<>,       q'=Ço] 

p-(a-i)p0  ,       ?-(«-■)?.  et         a  =  20u3. 


30  Si  (  eo  — -)  (ù)-'-)<oeta>i,  on  aura 


?=' 


On  a  ainsi  p'  et  y',  sans  avoir  de  congruence  à  résoudre. 

Il  ne  restera  qu'à  former  (au  plus)  les  trois  réduites  déco  qui  suivent 
p  :  q,  et  la  première  d'entre  elles  qui  sera  une  fraction  (v/5)  sera  le 
terme  de  S  «  venant  après  p  :  «7. 

Pour  la  suite  S2,  avec  les  mêmes  notations  : 


[°  Si  ( oj  —  -  )  (oj  —  ^j  <o,  on  aur; 


20  Si  (  oj  —  -  )  (  oj  —  —  )  >  o,  on  aura 

p'  =  p—p»,       q'—q  —  q*, 

et  il  ne  restera  qu'à  former  (au  plus)  les  deux  réduites  qui  suivent/9  :  q  ; 
la  première  qui  sera  une  fraction  (2)  donnera  le  terme  suivant  de  S2. 
Cette  règle,  pour  S2,  revient  à  celle  de  Minkowski. 

8.   Cas  de  to  quadratique .  —  Nous  allons,  dans  ce  cas,  mettre  en 
évidence  une  sorte  de  périodicité  de  la  suite  Sv,  quel  que  soit  v. 
Voici  comment  on  peut  poser  la  question  : 
Soit  l'irrationnelle  (positive) 

W=   -  (ï)  =  ±l), 
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racine  de  la  forme  quadratique  {a,  b,  c)  à  coefficients  entiers  et  de 
déterminant  D.  La  fraction  continue  qui  représente  to  est  périodique  : 
cette  périodicité  se  manifeste  directement  dans  la  suite  des  quotients 
incomplets;  dans  la  suite  des  réduites  elles-mêmes,  elle  se  manifeste 
indirectement  de  la  manière  suivante  : 

Soit^D  ;q  une  réduite,  arrêtée  à  un  certain  quotient  incomplet  d'une 
période;  celle,  p,:  q, ,  arrêtée  au  même  quotient  (de  même  rang)  de  la 
période  suivante  sera  dite  sa  première  homologue,  et  l'on  définit  de 
même  les  homologues  successives,  p2  :  ?2; . . ., pm  :  qm ■  or  on  a  vu  ( II, 
nos25et  40)  que  p,  :  qK  se  déduit  de  p  :  q  par  une  substitution  linéaire 
fixe,  S,  qui  ne  dépend  que  de  w,  et  l'on  a  donné  [II,  n°  40,  éq.  (22)] 
l'expression  de  pm:qm  en  fonction  de  p:q,  déduite  de  la  relation 
symbolique 


On  peut  dès  lors  se  demander  si  une  périodicité  de  cette  nature  se 
manifeste  dans  la  suite  Sv  ;  la  réponse  est  affirmative  et  résulte  aisé- 
ment des  formules  du  Mémoire  II. 

9.  Soient,  avec  les  notations  de  II  (n°  40),  pm  :  q,„  la  réduite  de  w 
qui  précède  pm  ;  qm-  z  le  quotient  complet  qui  suit  pm  ;  qm  {et  c'est- 
aussi  celui  qui  suit  p  \  q)  ;  on  a 

P>nS-hp'm 


et  la  condition  pour  que  pm  :  q,n  soit  une  fraction  (v)  s'écrit 


Pm 


q,„  s  -+-  q,„        f/m 
ou,  puisque  |  p,„  qm  -  qmpm  |  =  i, 


-•W: 


(6)  £=>»_a 

Cm 


Or  on  a  vu  (II,  ri"  40)  que,  lorsque  m  tend  vers  4- x,  le  premier 
membre  de  (6)  tend  vers  -  z',  en  désignant  par  z'  l'irrationnelle  qua- 
dratique conjuguée  de  z,  de  sorte  qu'il  y  a  à  distinguer  trois  cas  : 
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i"  —  z'>v  —  z.  —  Alors  (6)  est  vérifiée  dès  que  m  dépasse  une 
certaine  limite,  c'est-à-dire  que  les  réduites  homologues  successives 
de  p  :  q  finissent  par  être  toutes  des  fractions  (v). 

2°  -  z'  <[v  —  z.  —  Ces  réduites  finissent  par  n'être  jamais  des  frac- 
tions (v). 

3°  —  z'  =  v  — z*  —  L'inégalité  (G)  se  trouve  remplacée,  en  vertu  des 
calculs  de  II  (n°  40),  par  l'inégalité  (28)  de  ce  numéro,  ramenée  elle- 
même  à  l'inégalité  (3o).  De  là,  en  désignant  par  p'  :  q'  la  réduite  qui 
précède  p  \  q,  les  deux  sous-cas  : 

i°  co  n'équivaut  pas  modulairement  à  —  w;  les  pm  :  q,„  finissent 
par  être,  ou  ne  pas  être,  des  fractions  (v)  selon  que 

■fia(pq' — 'Jp')>o     ou     r\n  {pc]' —  (][)')  <o; 

2"  w  équivaut  à  —  w;  l'inégalité  nécessaire  et  suffisante  pour  que 
pm  '•  am  s°it  fraction  (v)  est 

Y]  a  (p*/1  —  qp'  )  (—  1  )'"  >  o  ; 

donc,  de  deux  réduites  homologues  consécutives,  l'une  est  fraction  (v) 
et  l'autre  ne  l'est  pas. 

10.   En  utilisant 

(6  bis)  u={pz-hp'):(qz-+-q') 

et  l'équation  analogue  en  «',  s'  (a/  conjuguée  de  00),  on  met  l'iné- 
galité —  s'>v  -z,ouz-z'>Vj  sous  la  forme 

1fl\/TÎ(pq'-qp!)  >  v 
'  a/>2  -+-  2  b pq  -+-  cq* 

On  peut  simplifier,  car  le  premier  membre  est,  par  formation, 
z  —  z';  d'autre  part,  z  est  une  fraction  périodique  simple,  d'après  sa 
définition  même,  et  z]>i;  en  sorte  que,  par  un  résultat  classique, 
z'  est  entre  o  et  —  1,  et  z  —  z'  est  positif.  On  pourra  donc  remplacer 
le  premier  membre  de  (7)  par  sa  valeur  absolue,  et  écrire,  puisque 
pq'  -  qp'  =  ±  1 , 

\ap-  +  2  &/><7  -4-  c<y2| 
Cela  posé,  voici  dès  lors  le  résultat  final. 
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Soit  to  =  (—  b  -+-  yi  y  D)  :  a.  avec  yj  =  ±  i ,  une  racine  positive  de 
la  forme  (a,  b,  c);  soient 

(8)  £!,         &,         ...,         El 

-7i  ?!  <7p 

les  réduites  de  a>  précédant  les  quotients  incomplets  qui  forment  une 
période  (minima)  de  la  fraction  continue  oj;  supposons  aussi  que  la 
réduite  p0  ;  qtn  qui  vient  avant  p,  :  q,,  précède  également  un  quotient 
de  la  partie  périodique. 

Nous  supprimerons,  dans  la  suite  finie  (  8),  certains  ternies,  .selon 
la  lui  suivante  : 

La  réduite  p.  :  q,  (i=  i,  2,  ....  p)  .srra  conservée  ou  supprimée 
selon  qu'on  aura 

19)  T— ^ ; ÏT  >  v        OU  <V. 

Si,  au  lieu  de  l'un  des  signes  >  o«  <,  on  a  le  signe  =,  /a  réduite 
/>,  :  y,  sera  conservée  ou  supprimée  selon  qu'on  aura 

v\a(piqt-i  —  qip[_l)>o     ou     <o. 

Toutefois,  si  le  signe  =  se  présente  pour  au  moins  une  valeur  de  /, 
f/si  oj  équivaut  modulairement  à  —  to,  il  faudra  doubler  la  série  (8  ) 
en  y  ajoutant  les  réduites  delà  période  suivante,  et  opérer  sur  la  série 
doublée  comme  sur  (8). 

Soient  alors 

(10) 

les  termes  conservés  dans  la  suite  |  8  ),  doublée  au  besoin,  selon  les 
règles  il -dessus  :  si  l'on  désigne  toujours  par  ï  la  substitution  linéaire 
définie  II,  n°  40,  les  termes  successifs  de  la  suite%,  à  partir  d'un 
rang  fini,  seront 

—  1'"  —  1'"  ■      £l   2'"    '  PS  2'"+'  ■      £i  £"' 

'/>  "  7!'  "        '/',  ~  '/■  *"  y', 

c'est-à-dire  les  transformes  des  termes  (io)  /»//■  I'",  I"'    ' 

Journ.  de   Walh.  '    •  série),  tome  M         Fasc.  II!.  191I  '  - 


/', 

/'-- 

V 

V. 

'h. 

'1 
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Toutefois,  dans  le  cas  où  l'on  aurait  doublé  la  suite  (8),  il  faudra 
écrire  l2  au  lieu  de  ï. 

•De  là  résulte  la  périodicité  de  Sv,  dans  le  sens  où  nous  l'avons 
entendue. 

11.  Corollaire.  —  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 
Sv  existe  et  soit  infinie  est  que  la  suite  (io)  comprenne  au  moins  un 
terme.  On  saura  donc,  co  étant  un  nombre  quadratique  donné,  recon- 
naître si  une  suite  infinie  Sv  existe  pour  ce  nombre,  et  cela  par  un 
nombre  limité  d  opérations  {voir  plus  bas,  n°  15). 

12.  Théorèmes  de  M.  Markoff.  —  i°  Si  v=y5,  nous  savons 
que  Sv  est  infinie  pour  toute  irrationnelle  w;  donc,  si  u>  est  quadra- 
tique, la  suite  (io)  correspondante  comprend  au  moins  un  terme, 
c'est-à-dire  que  Ton  a,  au  moins  pour  une  valeur  de  i,  en  vertu  de  (9), 

ayrB  >V5. 


|  apf  -+-  a /*/',(/,  +  cqf 

En  d'autres  termes,  on  peut  donner  à  r,  y,  dans  une  forme  indé- 
finie a.r-  -t-  ibxy  -+-  cy2,  à  coefficients  entiers  et  de  déterminant  D, 
des  râleurs  entières  rendant  la  forme  inférieure  ou  égaie,  en  mo- 
dule, ii  2  1  /-=■■ 

2°  Si  v  =  \S,  nous  avons  vu  que  Svest  infinie,  sauf  pour  les  nombres 
équivalents  à  ±  a,  où  a  =  (1+  \5)  '.  2.  Donc,  par  le  même  raison- 
nement, on  peut  donner  à  x,  y,  dans  une  foi- me  indéfinie  (a,  0,  c),  mm 
équivalente  à  la  forme  ix2  —  -ixy  —  zy~,  ou  à  un  de  ses  multiples, 
i/es  valeurs  entières  rendant  (a,  h,  <•)  au  plus  égale,  en  module, 


à  2  \/r 


Ces    théorèmes,    énoncés   sans    démonstration    par    Korkine    et 
Zolotareff  ('  ),  ont  été  établis  et  généralisés  par  M.  Markofl'(-). 


'  ')  Math.  An,,.,  I.  VI.   1873,  p.  36g. 
(*)  Ibid..  1.  XV,  .nt.,,  p.  382. 
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15.  Autre  point  de  vue.  —  La  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  tu  admette  une  suite  infinie,  Sv,  peut  être  présentée  autre- 
ment. 

Pour  préciser,  supposons  que  w  soit  la  première  racine  de  la  forme 
(a,  b,  c),  c'est-à-dire  que  r\  =  —  1.  On  sait  que  les  :  et  ;'  du  n°  9, 
ou  —  -  et  —  z',  sont  les  racines  d'une  réduite  de  Gauss  (A,  B,  C), 
équivalente  à  (a,  b,  c)  :  nous  entendons  par  réduites  de  Gauss  celles 
même  définies  dans  les  Disquisition.es,  mais  en   appelant  première 

racine  (—  B  —  ^D)  :  A. 

Il  résulte  alors  du  n°  9  que  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  w,  positif  et  pre- 
mière racine  de  la  forme  (a,  b,  c),  de  déterminant  D,  admette  une 
suite  Sv  infinie,  est  que,  parmi  les  réduites  de  Gauss  (A,  B,  C), 
équivalentes  à  (a,  b,  c),  il  en  existe  une,  au  moins,  dont  les  racines 
aient  une  différence  supérieure  ou  égale  (en  valeur  absolue)  à  v, 
c' est-à-dire  telle  que  -i  \JD  >  |  A  |  v. 

Toutefois  (n°  9,  3°)  lorsque  co  n'équivaut  pas  modulairement  à  —  w, 
si,  pour  aucune  des  réduites  (A,  B,  C),  on  n'a  2  y'U  >  |  A|v,  mais  si 
seulement  2  \f\5  =  |  A  |  v  pour  certaines  d'entre  elles,  il  y  a  une  condi- 
tion .supplémentaire  à  ajouter,  celle  exprimée  par  f\a(pq'  -  qp' ')  >  o. 
On  peut  la  transformer  ainsi  : 

Soit  (A,  B,  C)  une  réduite  pour  laquelle  2  yl)  =  |  A  |v;  ses  racines 
sont  z  et  z',  ou  —  ;  et  —  z'.  Comme,  dans  les  réduites  de  Gauss, 
B  est  positif,  et  que  d'ailleurs,  en  vertu  de  —  i<  ~'<o<i<  z,  la 
somme  z -h  z'  est  toujours  positive,  les  racines  de  (A,  B,  C)  sont  ; 
et  :',  ou  — ô  et  —  z  ,  selon  que  A  est  négatif  ou  positif. 

1"  A<o.  —  Par  (6  bis)  <a  équivaut  à  z  ou  à  —  z,  selon  que 

P'i'  —  97>'  =  +  '  0L1  —  ' ; 

on  en  conclut  (pie  z  est  première  racine  de  (A,  15,  C)  si  pq'  —  qp 
esl    h  1,  seconde,  si  —  1  :  donc,  en  général, 

-U  —  (pq'—qp')Jïi 
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2°  A  >  o.  -  C'est  —  :  qui  est  racine  de  (A,  B,  C  ),  et  Ton  trouve 
de  même 

_  ._—  B-M>7'-v//)y/D 
A 
Donc,  en  général, 

_,±B-(A>7'-7/>')y/î> 
3  A 

Enfin,  si  (sgnA)  désigne  le  signe  de  A,  c'est-à-dire  A  :  |  A  |,  on  a 
évidemment,  dans  tous  les  cas,  puisque  :^>z', 

_  qrB-H(sgn  A)v/D 

d'où,  par  comparaison, 

—  iPÇ'~  9P')  =  (sgnA.). 

Alors,  l'inégalité  -i]a(pfj'  —  yp'  )>o,  où  /]==  —  i,  s'écrit  a (sgn  A  )>o, 
c'est-à-dire  que  a  et  A  doivent  être  de  même  signe. 

Donc,  quand  co  n'équivaut  pas  luodulairement  à  —  co,  si,  pour 
aucune  des  réduites  (A,  B,  C)  équivalentes  à  (a,  />,  c  ),  on  n'a 

av/ÏÏ>|A|v, 

mais  si  seulement  2  y/D  =  |  A  |  v  pour  certaines  d'entre  elles,  il  faut  et 
il  suffit,  pour  que  co  admette  une  suite  Sv  infinie,  que,  dans  Tune  au 
moins  de  ces  dernières,  le  premier  coefficient,  A,  ait  le  signe  de  a. 
C'est  la  condition  supplémentaire  cherchée. 

I  i.   Exemples.   —    1"  Soit  co  =  -  — rr^-1;  la  forme  (a,  h,  c)  est 

(3,  —  10,  7),  et  non  (—  3,  10,  —  7),  puisque  (0  doit  être  première 
racine. 

Les  réduites  de  Gauss,  équivalentes  à  (  a,  h,  c  t.  sont 

(—10,7,3);     (3,8,-5);     (—5,7,6);     (6,5,-9);     (—9.4,7);     (7>3>— 1°). 

Tour  ces  réduites,  le  maximum,  en  valeur  absolue,  de  la  différence 
entre  les  deux  racines,  est    ,  \  79,  el  correspond  à  la  seconde  réduite. 
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Donc,  si  v  est  inférieur  à  IV79,  la  suite  Sv,  pour  co,  est  infinie. 

Si  v  =  r,  v'79,  comme  cô  n'équivaut  pas  modulairement  à  —  co,  on 

est  clans  le  cas  douteux.  Mais  ici  a  =  3;  et,  dans  la  seconde  réduite, 
A  =  3,  en  sorte  que  A  a  >  o  :  donc  encore,  pour  co,  S.,  est  infinie. 

Enfin,  si  v  >  ~  \  7g,  il  n'y  a  pas  de  Sv  infinie  pour  co. 

20  Soitco  =  '  ~*~y  '  ■' ;  (a,  h,  c)  est  (—  j,  7,  6);  les  réduites  de  Gauss 
équivalentes  sontcelles  ci-dessus.  On  a  les  mêmes  conclusions  respec- 
tives que  tout  à  l'heure,  pour  v    t:\79;  mais,  si  v  =  ^\7<),  comme 

a  =  —  5  et  A  =  3,  on  voit  que  Aa<o;  donc  Sv  n'est  pas  infinie 

pour  co. 

15.  Corollaire.  —  Pour  un  nombre  quadratique,  co,  racine  de  la 
forme  (a,  />,  c),  de  déterminant  D,  les  nombres  v,  pour  lesquels  la 
suite  Sv  est  infinie,  ne  dépassent  pas  2  y])  :  |A|,  où  A  est  le  plus 
petit,  en  valeur  absolue,  parmi  les  premiers  coefficients  des  réduites 
de  Gauss  équivalentes  à  (a,  />,  c);  si  l'on  veut,  |  A|  est  le  minimum, 
en  valeur  absolue,  de  la  forme  (a,  />,  c  1. 

Remarque.  ■  Il  serait  aisé  de  voir  qu'on  peut,  au  n"  lô,  sup- 
primer  la  condition  que  co  soit  la  première  racine  de  (a.  /',  c);  avec 

les  mêmes  énoncés,  co  peut  être  la  seconde. 

Ehratum.  —  Ce  Volume,  page  100,   ligne   i/J,  au  lieu  de  précède,  lire  suit. 
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Des   limites  des  zéros   d'un  polynôme  ; 


Par  S.-B.  KELLEHER, 

Trinity  Collège,  Dublin. 


I.  Soit  1  -\-a,s- 
re  ré( 
Si  l'on  pose 


être  réels  ou  imaginaires. 


fl„c"  un  polynôme  dont  les  coefficients  peuvent 


=  A0-+-  A,  s  +  ...  +  ApzP  + 


1  +  a,  z  -+-  a2 s-  ■+- . . .  -+-  a,,  s  " 

où/j  est  un  nombre  entier  >  •>.«,  on  trouve 

0     :  —  1  -+-  A„. 

o  =  \„",      h-  V.,, 


1  -+-  a.z  -4-. 


0=  A„a?_,+ A,a?_.  +  . ..  + A?_2a,  + A,   ,. 

0=    A,4-A0o,      -1-  \,ar/  .,  +  ...+  Av_.,^.,  -+-  .\  ,,_,<-/,, 

où  les  coefficients  a?,  . . .  sont  nuls  pour  q~^> n. 

Donc 

«1         1 


A,=  (-i)* 


«.,,        a,  1 

a3        as  a, 

«,/   1  a7_s  ■• 

"7  "7    1  •• 


"1      ' 
a,     a 


-R=    ,-''   '(A,  a,       \„_,a,H-...  hA,   „,,</„) -t-.. .+    "   '  \    a„. 
Par  le  théorème  de  M.   Hadamard  sur  la  limite  supérieure  d'un 
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déterminant 


|A?|>a(i  +  |a1|!4-|a!|2H-...4-laB|2)  pour         q  >  «, 

où 

«  =  [       (H-|o,|»)(n-|fl,|I+|a1|«)... 

x  (  i  -+-  |  «,  |»  +  I  ff,  |!  -H  •  •  •  -H  |  «„  |-  )  (  |  a,  \*  -f-  |  «,  |»  -h  .  .  .  -+-  |  an  Y  )  V  ; 

donc  si 

I  =  l< ' r 

(i  -+-  |  a,  |*+|àt|*+...4-|  «„!')' 

on  a 

1 R i > n{'îT] «po  -h  «.  i*+i  «.  r+ ...-•- 1  «« i2 r  ~i * r1. 

où  fi  est  la  plus  grande  des  quantités  \a,  |,  |a2 1,  .. .,  I  a„\. 

1 15  |  peut  donc  devenir  aussi  petit  que  nous  voulons  en  prenant  /> 
assez  grand.  On  a  aussi 

|  A.  +  At*  +. . .+  Aps"  |  >  |  A,  |  +  |  A,  1 1  «  |  + . . .  -•- 1  A,  [  |  s"  | 

+ a|  s  |„+.  ■-ri-M'^i«.ii+---+i^r)|]p"\ 

i-     |s|(i-i-|a1|1-i-...-H|a,|1)i 

|  A„  -+-  A,  z  -f-  A,;2  +  . . .  +  A^z^l  est  donc  borné. 
Mais  on  a  identiquement 

i  —  H  =  (i  -+-  atz  +  a,:- -h.  .  .4-  a„z")  (A0  +-  A,  s  -f- .  .  .—  A,,  z''), 

donc 

1 1  —  R  |  =  1 1  +  a,«  -l- . . .  -H  a„sn  1 1  A„+  A,s  +■. . .  -f-  ApsP  j; 
m  a  i  s    . 

|i_R|>i  —  |R|>o         pour         |;|< 


(H-|a,|1-r-...+  |oJ,|1)> 
et  |  \0-f-  A,  z  -(-. .  .-h  A^s'l  ne  peut  devenir  infini;  donc 

|i  -+-  atz  +...  +  «„  3" 

ne  peul  devenir  nul  pour 

M<-  — 

(i  -t-|a,  |3-h.  ..+  |«„  |    I' 


DES    LIMITES    DKS    ZEROS     D  L'N     POLYNOME.  I~I 

IL    En  posant   z'-=  \  dans  le  polynôme   i  +  a,z  -t-  . . .  -t-ansn,  on 
obtient  le  polynôme 

,  +  2szi -'  +  £»_»  5'^ -t-..  .  +  —  -■« 

qui  ne  peut  devenir  nul  pour 

I  "'n  I 


='     < 


Le  polynôme 
n'a  donc  pas  de  zéros  à  l'extérieur  du  cercle  de  rayon 


i 


I  «.  I 

III.   Le  même  raisonnement  montre  que  la  fonction  entière 

i  -+-  a,  z  -+-  <t,z--~+- .  .  .  +  ;<<1.  inf. 
n'a  pas  de  zéros  à  l'intérieur  du  cercle  de  rayon 


(i-t-|a,  |-'-+-|«,  |2  +  ...+  acl.  inf:)5 
si  la  série  i  -+-  |  a,  2  +  \a2 |2-K .  .H-  ad.  inf.  est  convergente. 


Journ,  de  Math,  i  ■-•  série),  tome  11.  —  Fasc.  ni.  1916 
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Sur  le  développement  des  intégrales 
(la   problème   des   trots   corps. 


I  SECONDE    PARTIK.) 


Par   K.    ROULIS. 


1.  Après  les  recherches  ('),  poursuivies  et  récemment  achevées, 
sur  la  forme  des  développements  des  intégrales  du  problème  des  trois 
corps  (application  à  l'orbite  étudiée  par  von  Hardtl),  il  nous  reste  à 
donner  aux  séries  trouvées  une  forme  systématique  et,  en  particulier, 
à  déterminer  les  signes  propres  de  leurs  termes  individuels.  Ces  signes 
étant  connus  pour  tous  les  ternies  actuellement  déterminés,  il  ne 
s'agit  guère  que  des  signes  des  termes,  dont  nous  avons  eu  soin  de 
compléter  les  expressions  trouvées  en  vue  d'atteindre,  autant  qu'il 
est  possible,  la  forme  générale  des  séries  dont  il  s'agit. 

Abstraction  faite  des  signes  et  de  certains  coefficients,  la  forme  des 
séries  considérées  dans  notre  cas  se  trouve  donnée  pour  les  dévelop- 
pements en  cosinus  par 


(0 


/ 


Pl(0  i 

M  2) 

pM) 

/>o(°) 

/'„<  1 1 

+ 

/>,(  1 1 

p,(2) 

Pl{3) 

-+- 

p,(3) 
P.  (5) 

-t- 

P,(5) 
p3(6) 

(')  Noir  :  Sur  t.:  développement  des  intégrales  du  problème  des  trois  corps 
(Arkiv  for  Math.  Astron.  Physik.  Vetenskaps  Akademien,  Stockholm, 
15,1  VIII,  m"  33;  Bd  l\,  n°23;  Bd  l\,  n°  34  :  Bd  \,  u°  8;  Bd  \.  n°  26; 
I > < I  \,  n"  'S-)),  ;iinsi  que  Sur  le  développement  des  intégrales  du  problème  des 
I mis  corps.  Première  Partie  {Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliqut  t  s, 
-    série,  fasc.  h,  igi5  i. 
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et  pour  les  développements  en  sinus  par  l'expression  analogue 


00 


/  = 


7i(°) 

9l(2) 

?i(4) 

r/o(o) 

7o(  i  1 

+ 

7.(0 

<?  I  (  2  ) 

-7,(3) 

+ 

9i<  0 

7s(5) 

+ 

73  (à) 
9,(6) 

73(7) 

Tout  assemblage  de  quatre  termes  dans  ces  expressions  a  été  nommé 
un  complexe,  et  le  premier  groupe  un  demi-complexe .  Dans  les  cas 
analogues  précédemment  considérés  sur  les  racines  de  l'équation  du 
cinquième  degré  (')  et  sur  les  expressions  des  distances  de  masses 
s'attirant  au  nombre  de  trois  (2),  la  répartition  des  signes  dans 
ces  complexes  est  simplement  et  partout 


(3) 


de  manière  que  toutes  les  fonctions  f  s'évanouissent  pour  certaines 
valeurs  de  la  variable  indépendante,  telles  que  pour  ces  valeurs  tout 
élément  simple  pt{m,  //)  et  qi(m,  n)  se  réduise  à  Vunité. 

En  effet,  les  éléments  simples  étant  d'avance  donnés  sous  la  forme 


(4) 


Pi{'»,  n) 


Pij'»,  n) 
P/i'»,  ")' 


où  p/(m,  n)  désigne  la  valeur  particulière  obtenue  par  p/(/»,  n), 
quand  la  fonction/s'évanouit,  on  aura  pour  /=  o 

Pii'»,  ")  —  i- 
et  par  conséquent (') 

(5)  pt(2m)=pt(-im  +  i). 

Dans  le  cas  qui  nous  occupe  (rayon  vecteur  r  d'un  corps  C  par 

(')  Sur  une  équation  algébrique  remarquable  se  trouvant  en  rapport  à  la 
mécanique  céleste.  (Astron.  iaktt.  ocli  unders.  Stockholms  Observatorium, 
Rd  Vil). 

(5)  Integralentwickt'lungen  des  Dreikorper problèmes 'Ibid.,  Hd  lX,n°2). 

(3)    Nous  avons,  en  ^uriL'ral, 

pi(i)  =Pi(i,  o)  -+- Pi(i—h  i)  +  Pi{i—  2,  a) -H 
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rapport  au  centre  de  gravité  des  deux  autres  corps  A,  B),  la  répartition 
des  signes  n'est  plus  si  uniforme.  Alors  il  n'est  pas  a  priori  nécessaire 

de  supposer 

/■  rr  o, 

pour  les  valeurs  des  arguments 

a  —  iau         v  =  il'i- 

qui  sont  considérées  comme  les  modules  d'excentricité,  et  en  réalité 
cette  condition  n'est  pas  remplie. 

Pour  les  développements  des  fonctions  particulières 

la  condition  analogue  s'csl  trouvée  bien  remplie  et,  pour  ces  dévelop- 
pements, nous  avons  partout  à  appliquer  la  suite 


à  tous  les  complexes  y  appartenant.  Mais  déjà  pour  la  fonction 

nous  nous  trouverons  devant  deux  suites  des  signes  appartenant  aux 
complexes  employés,  savoir: 


(6) 

et  pour  la  fonction 


et 


<■>(»,,  <■,). 


nous  avons  à  considérer,  outre  les  suites  (G),  encore  d'autres  suites  qui 
en  général  se  composent  des  suites  que  voici  : 


(7) 


(- 


<  lombinaisons 
évanouissantes, 


■+--+-  +  + 

-t-  H 


Combinaisons 
demi  -évanouissantes, 


-t-  -I- 


Combinaisons 
i  é\  anouissantes 
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Or,  plusieurs  des  termes  de  nos  développements  acquièrent  le 
coefficient  zéro,  et  il  est  bien  possible  de  s'en  rendre  compte  par  des 
combinaisons  des  suites  (7).  Mais  comme  par  cela  les  séries  viendraient 
se  compliquer,  il  paraît  plus  convenable  de  considérer  le  zéro  comme 
un  signe  particulier,  en  considérant  des  suites  correspondantes,  par 

exemple  : 

+     +     -+-     o, 
o      -t-      —      o, 


004-0. 

La  suite  des  signes  appartenant  à  un  certain  développement  f(u,  v) 
peut  ainsi  être  comprise,  par  exemple,  par  la  formule 


(8) 


/(■ 


0)  = 


-t- 

-+- 

+ 

+ 

-t- 

+ 

■+- 

0 

0 

+ 

0 

0 

0 

2.  Passons,  après  ces  remarques  préliminaires,  à  l'exposé  des 
suites  de  signes  appartenant  aux  fonctions  individuelles  employées 
pour  la  représentation  du  mouvement  dans  le  cas  du  problème  des 
trois  corps  qui  nous  occupe  ('). 

I.   Développement  de  s,  et  e2.  —  Ces  développements  ont  la  forme 


(9) 


«.=«ï(q.+Iq.+5q»+-) 


*<>. 


8l  =  x-   Q0--Q,-i--Q2-...    +£„. 


Les  fonctions  Q2  ont  ici  la  forme  la  plus  simple.  Voici  les  signes  et  les 


(')  Ces  résultats  sont  obtenus  par  L'analyse  ei  la  généralisation  des  dévelop- 
pements directement  trouvés.  Voir  :  Sur  le  développement  /tes  intégrales  du 
problème  des  trois  corps.  Première  Partie  (Journal  des  Mathématiques  pures 
et  appliquées,  7°  série,  I.  I,  fasc.  4.,  191.5  ). 
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fonctions  élémentaires  y  appartenant  : 


»?: 


(Q) 


Qo=i 
Q.  =  i 

Q,=  i 


D'après  cet  aperçu,  il  vient  : 


k>0 

=  -+-7o(o), 

—  Vo(0. 

Q. 

=  ■+■  <7i(o), 

-'/,('), 

+  7,(2), 

-7,(3), 

Q, 

=  +7î(2)> 

—  <7t(3), 

+  7.(4), 

'/=  (5), 

Fonctions 

élémentaires. 

7o(o) 
7o  (  i  ) 
7,(0) 
7,(0 
7,(2) 
7,(3) 

72(2) 
7,(3) 

7»(4) 

7,.(5) 

73(4) 

7a  (5) 
«7.(6) 

73(7) 


Les  signes  sont  partout  alternatifs,  c'est-à-dire 


pour  tous  les  complexes  Q,„.  Les  développements  de  e,  el  £a  sonl  ainsi 
rigoureusement  aulologues. 
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La  partie  libre  qu'il  faut  ajouter  aux  expressions  soit  de  £,,  soit 
de  £„,  se  trouve  donnée  par 

.       .                                       e ,                 sin  a  -t-  sin  0 
(9«>  £0  =  x-(i  —  c) — j • 

2.   Développement  de  r](«,  p).     -  Ce  développement  acquiert  la 
forme  symétrique  : 

,     .  1  -t-  c  1  -4-  •/., 

(10)  r,-       — —rn(u,  (>)., 

i-t-e  1—  /, 

2  2 

I  —  C    1+  X, 
— »It(«»P)l, 

I  CI—/.!  .  , 

+  —^- *),(«,<>)., 

et  il  se  compose  des  quatres  séries  particulières  ci-après  : 
„,(«!   «,),  =  x^(p.-^P,-5p,  +  5p 

„t(B>p)1  =  xf(p;-£p;  +  5pi-5pi-f. 


dont  les  signes  se  reproduisent  sur  les  quatre  suites  horizontales  : 

fli{u,  <>), h h 

«i(«,  l')i +h 

•flî(«,  <0i +  +  +  -+- 

r)2(«,  c)s -I 1 

Quant  aux   signes  enfermés  dans  les  complexes    P  et  P',   nous 
aurons  les  expressions  finies  : 
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Fonctions 

élémentaires 

P.=I 

+ 

p;=> 

+ 
-+- 

/'o(o) 
Po(') 

4- 

-+- 

Pi(o) 

p.  =  l 

-+- 

p;  = . 

-+- 
-+■ 

P.(0 
P.  (2) 

— 

+ 

Pi  (3) 

+ 

-+- 

/'■2  (  2  ) 

p,=l 

-+- 

p;  =  i 

-+- 

Pi  (3) 

P*(4) 

— 

+ 

Pi(5) 

+ 

-+- 

p3(4) 

p3=« 

+ 

!>:,=  , 

+ 

M5) 
P3(6) 

— 

-+- 

/'•(7) 

Tandis  que  les  P  contiennent  des  signes  alternatifs,  nous  voyons  que 
dans  les  P'  on  a  partout  le  signe  -+-.  Ainsi  les  fonctions  yj,(m,  v),  et 
y),(«,  i').,  s'évanouissent  pour  u  =  ia{,  v  =  il»,,  mais  cela  n'est  plus  le 
cas  pour  les  deux  autres  fonctions 

t)j(m,  r),     et     r„Ju.  r)2. 

Par  conséquent  la  fonction  't](u,  r)  s'évanouit  en  partie,  en  conte- 
nant d'autre  part  une  partie  non  évanouissante. 

La  partie  libre  qu'il  faut  ajouter  au  développement  cité  de  yi(  //,  v) 

est  de  la  l'orme 

cosu  —  cnsr 


(loi) 


rio- 


x-(i  -t-  c) 


ch  «j  —  ch  ùl 


:}.  Développement  <lr  0(«,,  «',).  —  Ce  développement  a  la  forme 
d'une  série  à  double  entrée,  à  laquelle  nous  pouvons  assigner,  d'après 
une  détermination  nouvelle,  la  forme  systématique 


(M)        <•>  = 


Po+4c^P,-r-(4c)!|   - 


!',+ (!<■''(-,)  P. 


w-gyp.] 


Joui  a.  de   Mnih    (  -~  série),  lome  11.        Fasc.  III,  igil 


2.Ï 
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L'expression  comprend  ainsi  une  suite  infinie  dont  les  termes  indi- 
viduels viennent  s'ordonner  à  trois.  C'est  un  arrangement  en  quelque 
sorte  analogue  aux  expressions  posées  ci-après  de  -,  et  iï„,  où  il  y  a, 
outre  le  développement  suivant 


e1 


d'autres  développements  suivant  les  puissances  de 
[c(c  +  .)]3     et     [c(c-i)]3. 

Les  fonctions  r.  et  0  se  correspondent  ainsi  l'une  à  l'autre.  D'autre 
part,  la  fonction  y](m,  p)  correspond  à  la  paire  de  fonctions  s,  et  e2. 
Voici  les  signes  appartenant  à  celle  expression  (')  : 


P,  =  — c 


P:,  = 


P4  =  -C 


IV      -c 


o 

0     * 

o 

+  X 

-  * 

o     * 

+  * 

-  * 

Fonctions 

élémentaires 

Po 

o) 

Po 

■) 

Pi 

;o) 

Pi 

(0 

Pi 

:») 

Pi 

;s) 

Pî 

(2) 

Pi 

.;, 

Pi 

i) 

Pi 

(3) 

Pi 

i) 

P^ 

5) 

Pi 

«ii 

Pi 

(7) 

Pi 

(6) 

Pi 

7' 

Pi 

8) 

Pi 

9) 

Pô 

s, 

Pi 

9) 

P-, 

C'O) 

Pô 

."> 

(!)   Nous  avons   désigné   par  un  astérisque  (*)   les  signes  hypothétiques  qui 
ippartiennent  à  des  ter s  presque  insensibles. 
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Nous  pouvons  nous  imaginer  les  signes  de  ces  fonctions  composés 
d'après  l'aperçu  suivant 


d'où  leur  loi  est  bien  évidente. 
Le  terme  libre  est 


(na) 


90=x2(c+i) 


C   COS  II,  —  cose, 
e    cli  «,  —  cli  t/t 


La  suite  des  coefficients 


—  c 

+■ 1. 

—  c 

-Hx, 

—  c 

H-  i. 

—  c 

+  z. 

parcourt  constamment  les  expressions.  Les  signes  se  reproduisent  à 
trois  dans  le  sens  vertical.  On  a  supposé  que  les  P3,  P, ,  ...,  P„,  P7,  ..., 
à  partir  de  la  deuxième  ligne  de  la  formule  0,  sont  les  mêmes  quan- 
tités qui  entrent  dans  la  première  ligne  de  cette  expression. 

4.  Développement  '/>■  "('//,,  (',).  —  Cette  fonction  représentant  le 
périhélie  des  arguments  //,  (comporte  une  plus  grande  diversité  de 
signes  que  les  autres  fonctions  employées,  ce  qui  tient  sans  doute  à  la 
circonstance  que  la  fonction  tc  («,,  r()  correspond  seule  aux  deux 
fonctions  équivalentes  î,(«,  p)  el  e2(«,  i'),  qui  représentent  les 
longitudes  oVèpoque  de  chacun  des  arguments  //.  c.  Néanmoins  la 
répartition  des  signes  s'est  trouvée  facilement  sous  la  forme  ci-après. 


182  k.    nom. in. 

Nous  avons  à  considérer  la  fonction  -  composée  de  deux  parties  : 

où  nous  aurons,  d'une  part, 

(ia)ir,=  x^JQi+ÎQ1+^Q1  +  ^Q,+  ...[c(C  +  i)]«[jQiM-5Qi  +  ...] 

+  [c(C+,)]6[^Q^ ] 


et,  d'autre  part, 


?s==xi  Q'o  +  ;Q'.+^Q'*  +  ^Q'3+--  —  c3( 


c-D*gQi'+$QI'+...] 

c6(c-.)6[jQr+ ] 


formules  où  la  répartition  des  signes  sera  : 


^ 


C —  2 

O 

c  —  2 

0 

2 

2 

C 

— 

c 

— 

2 

0 

2 

0 

C  ■+■  2 

O 

C  -+-  2 

H 

2 

0 

2 

0:, 


I 

0 

I 

O 

2 



2 



2 

O 

2 

0 

Qi  =  + 


i  », 


-+- 

+ 

1 

0 

+ 

H-  - 
2 

O 

+ 

0 

O 

0 

n 

C  —  2 

O 

( 

H-   - 

' 2 

0 

2 

2 

+ 

+ 

+ 

+ 

C 

2 

0 

+ 

0 

-+- 

C 
2 

O 
+ 
0 

O 

0 

O 

1 

H 

2 

O 

+ 

+ 

+ 

-h 

n 
+ 

1 

+  - 

2 

{ ) 

+ 

0 

(l 

Fonctions 
élémentaires. 

170(0) 

<7o'(  1  ) 


7.(0 

7l(2) 

7,(3) 
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1»  ) 


Q*  =  + 


C  +  2 


C  +  2 


— 

— 

c 

-+-       - 

2 

0 

o 
o 

■+- 

c 

2 

O 

O 
0 

C 2 

2 

o 

+ 

C  —  2 

1 1 

2 

+ 

+ 

Qa 

C 

2 

1 1 

-+- 
o 

0 

-+- 

C 
2 

o 

o 
o 

C  -+-  1 

H 

2 

0 

— 

C-f-2 

o 

2 

+ 

-+- 

-t- 

+ 

C 

-+-         - 
2 

0 

+ 

0 

+ 

C 
2 

+ 

0 

Q'i  = 


Qi 


o 

O 

0 

I 

+  - 

2 

O 

— 



— 

— 

I 
2 

O 

1 

-+-  - 

2 

0 

0 

O 

o 

O 

o 

I 

-h  - 

2 

0 

— 

— 

-+- 

+ 

1 

2 

0 

-+- 

1 

H 

2 

O 

0 

0 

0 

O 

1 

+  - 

2 

0 

-H 

H- 

+ 

+ 

0 

1 

2 

O 

-t- 

0 

o 

Fonctions 
élémentaires. 

72  (  2  ) 

9.(3) 

<7s(4) 
72(5) 


«73  (4) 

'/:)  (  5  ) 

<7a  (  7  ) 


Il  faut  remarquer  que  les  constantes  parcourent  ces  formules  de  la 
manière  uniforme  : 


2 

c 

2 
C    I     2 


1 

I 

2 

■l 

1 

I 

2 

2 

I 

1 

2 

•• 
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e 

c 

2 

2 

C  —  2 

C  —  2 

2 

2 

c 

C 

2 

2 

C  -+-  2 

C  4-  2 

2 

> 

C 

C 

2 

2 

C 2 

C  —  2 

» 

2 

1 

[ 

•2 

2 

1 

1 

2 

2 

1 

2 

2 

2 

1 
2 

I 

I 

Quant  aux  signes  renfermés  dans  les  complexes,  nous  les  voyons  se 

reproduire  alternativement  pour  Q0,  Q,,  Q2,  Q3, 

Il  faut  cependant  encore  distinguer  les  quantités 


des  quantités 


o3     o3  o3'    o3' 


q*.   q4,   ••■,     Q's,   o; 


dans   les  expressions   de  tc,   et  tc,  citées  ci-dessus.  Mais  il  faut  au 
contraire  supposer  que,  de  même, 


V  i,  l         •  •  •  i  V  G   ) 


soient  identiques  aux 

Qe,       .-..,  Q'6,       •-., 

et  ainsi  de  suite  alternativement.  Il  suffira,  par  conséquent,  de  noler 
encore  les  expressions  des  signes  qu'il  faut  appliquer  aux  fonctions  Q3 
et  Q3'.  Or,  QJ  se  distingue  de  Q3  seulement  par  un  changement  de 
signe  dans  le  second  groupe  de  la  première  et  de  la  troisième  ligne. 
Un  changement  analogue  a  lieu  pour  Qj'  relativement  à  Q,,  comme 


INTÉGRALES  DU  PROBLEME  DES  TROIS  CORPS. 

on  le  voit  par  l'aperçu  suivant  : 


Q^  =  + 


Ql 


C  -h  2 


+ 

+ 

0 

-+- 

1 

-+-  - 

0 

_  ! 

o 

o 

QV= 


o  o 

-+-  - 

O  2         0 


+ 


— 

— 

1 

2 

O 

1 

+   - 
2 

0 

il 

0 

o 

O 

II 

1 

H 

2 

0 

— 

i8.! 


c 

2 

+ 
O 

+ 

c 

+     - 

2 

o 

+ 

Qi'= 

1 

2 

O 

-+- 

1 

-+-  - 

2 

+ 

0 

t 

7i(4) 
7.(5) 
<73(6) 

0 

0 

O 

O 

«73(7) 

II 

o 

o 

0 

C 2 

o 

C 2 

o 

I 

2 

0 

1 

2 

0 

2 

2 

+ 

-+- 

+ 

+ 

74(6) 

74(7) 

7^(8) 
7*  (9) 


Il  t'iiut  supposer  que  les  suites  des  signes  vont  se  permuter  alterna- 
tivement, quand  nous  procédons  par  les  fonctions  QjJ,  <y>;,  ...,  <le  cet 
aperçu  nouveau.  Pour  les  groupes  y  suivants  de  QJj,  —  nous  avons 
déjà  remarqué  qu'il  faut  supposer  que  les  suites  du  premier  aperçu 
vonl  reparaître,  après  quoi  les  changements  des  signes  vont  se  produire 
alternativement. 

Tout  le  système  prend  une  l'on  ne  plus  simple  dès  qu'on  fait  résumer 
les  formules  exposées.  Le  terme  libre  s'évanouit,  c'est-à-dire  : 


(  1  .,,, 


TC0=O. 


.">.    Modules  d'excentricité  particuliers  <!<■  r  et  de  v.        Ions  ers 
développements  se  déduisenl  presque  immédiatement  des  formules  de 
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la  première  partie  (I)  (')  de  cet  exposé.  Au  contraire  les  formules  se 
rapportant  à  la  coordonnée  x  ont  été  sujettes  à  des  modifications  plus 
essentielles  sur  lesquelles  il  faut  insister  de  plus  près.  Néanmoins 
quelques  résultats  intéressants  résultent  déjà  des  altérations  que  nous 
venons  de  faire  dans  les  formules  citées  ci-dessus  En  particulier,  la 
partie  de  l'expression  libre  de  vj,  précédemment  considérée 

i  -|-  c   i  —  c  cos  m  —  cose 
ï)0  =  —  x — - 


c       cli  (7,  —  cli  b 


ne  se  prête  pas  en  qualité  de  terme  libre  à  une  détermination  conve- 
nable du  coefficient 

(.3)  [h] 

du  développement  adjoint,  ("est  pourquoi  on  se  trouve  amené  à 
assimiler  ce  terme  plutôt  aux  expressions  primaires  de  /•  et  de  x,  par 
exemple  : 

/■  =  A  [1  +  a  —  e,  cos«  —  p.,  e,  cos  e]. 

Dès  lors  les  excentricités  c,  et  u.,  e,  vont  prendre  de  nouvelles 
valeurs,  que  nous  aurons  à  exprimer  en  fonctions  de  nouveaux 
modules  d'excentricité.  En  posant  par  conséquent 

/•  =  A  e®       [1  -+-  a,  —  e,  cos it  —  fjt,  e,  cose  -+-  yj  («,  r)  |, 


/ .  /  \ 

(  j=B  e'"'~--[i  +  (3j —  e3  cosu  —  ^3^3  cos  e  -+-  ï,  (//.  e)], 

où  Y]  (m,  i)  désigne  la  fonction  r\  modifiée  par  soustraction  du  terme 
libre  considéré,  et  en  supposant  toujours 


cl  —         t         i — 1~  »  c3 —  — i i — T~ ' 

(Il  (7,  +  [J-i  Cil  /',  Cll(73  +  fjt3  Cil  03 

où  a,  h  et  a„,  hA  sont  des  modules  d'excentricité  nouveaux,  en  fixant 
de  plus  les  formules  des  coefficients  de  phase 

,   ~.  chfl,  '  cli  a,  ' 

in  Pi  =  —  n r~>        i>-3  =  —  h r2-» 


nous   obtiendrons   facilement,   pour    les   modules  d'excentricité,  les 
relations  suivantes  : 

(')  Journal  de    Mathématiques  pures  et  appliquées,  y  série,  t.  I,  fasc.  'i, 
1915,  p.  367. 
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Pour  r 

cli  rt,  -+-  cil  6,=  2  [  2  H-  (  y.  -H  *i)3]3) 


I»7 


1/  n-Fl  +  l  Xl(x  +  x,) 


2 


cliff,  +  p-i  cli  b, 
pour  ./' 

i     cli  «3  —  cli  ^3  =  —  [j'  -i —  y., 
07) 

f      -, rT-=ch6,+  ji§. 

cha3+  /u.3ch  />>3 

Ces  valeurs  conduisent  à  des  valeurs  de  r  et  de  A'  identiques  à  celles 
obtenues  selon  les  formules  précédemment  employées  [I,  (6),  (7)]. 
C'est  un  effet  important  de  cette  transformation,  à  première  vue  insi- 
gnifiante, d'avoir  reçu  des  modules  d'excentricité  particuliers  de  r  et 
de  x,  parce  qu'il  y  a  inconvénient  d'exprimer,  par  exemple,  parles 
mêmes  modules,  désignés  dès  lors  par 

(18)  a0,     &„, 

qui  appartiennent  aux  fonctions  variantes  r\,  @,~,  ...,  tandis  que 
a;  jouissait  déjà  d'autres  modules  a.,,  b2  et  que,  pour  la  vitesse  des 
aires  y/G,   nous  obtiendrons  des  modules  particuliers 

6.  Coordonnée  des  /..  Fonction  O.  —  Nous  avions  exprimé, 
dans  la  première  partie,  la  coordonnée  x  en  faisant  usage  de  deux 
fonctions  co,  O  appliquées  dans  la  formule  de  la  manière  suivante  : 

i  =  B  ew_!^(i  -+-  (33 —  e3  cos  u  —  f*3e3  cosc  +  y)  -+-  w), 

où  0  et  y]  sont  les  mêmes  fonctions  variantes  qui  appartiennent  à  /'. 
Mais  une  considération  plus  approfondie  nous  montre  que  nous 
devons  supposer 


et  que  par  suite  c'est  le  système  (i4)  plus  simple  qu'il  faut  adopter.  Il 
faut  dans  ce  but  transporter  tous  1rs  termes  précédemment  déduits 

Journ.  de  Math,  (y  série),  tome  II,  —  lasc.  IM,  191U.  2J 
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en  co  à  la  fonction  ù,  qui  dès  lors  seule  contiendra  tous  les  ternies 
auparavant  répartis  sur  les  deux  fonctions  w,  Q.  Je  renvoie,  pour  les 
détails  de  cette  opération,  à  un  Mémoire  particulier  (').  Ces  transfor- 
mations conduisent  facilement  à  des  expressions  analogues  à  celle  de 
la  fonction  /;(«,  p),  qui,  en  adoptant  les  constantes 


(-9) 

s'écrit  succinctement  : 

(20)  *)(«<>)  =  x^r     >•  (+P0-^Pi-^Ps— ... 

-X'^P.  +  JP.-^P.-... 

+  r(+Pi-£p;  +  5p;-...)], 

avec  le  terme  libre 

'0n  =  —  X2('  +  C)p0(lo). 

En  effet,  il  suit  de  cette  réduction  que  la  fonction  ii  se  compose  bien 
de  deux  parties  ù,  et  il2,  analogues  l'une  à  l'autre,  formées  à  l'aide 
de  coefficients  semblables  à  ceux  de  r\  [voir  (19)]  et  d'une  partie  Î20 
supplémentaire  de  forme  différente.  En  posant  ainsi 

(2.)  £2  =  î2,-f-.Q2 


(')  Sur  le  développement  des  intégrales  du  problème  des  trois  corps, 
quatrième  Partie  (  trckives  de  r Académie  des  Sciences,  Bd  X,  n°  8, 
Stockholm,  1914). 
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les  expressions  suivantes  de  ces  fonctions  sont  bien  valides  : 


(22)     2,=  m((;  +  i) 


;]' 


H-  A,o  Pc 


c(c-l-i)  e     '        [c(c  +  i)]2  \e 


V, 


X'    P   — 

1U     "        f(c-t-i)  e 


P',— 


K, 


i",  P"  • 


—  Aioro 


v;      £  p 


[c(c-+-  l)P 


(c-t-i)e     '       [c(c-Hi)Jï\e 

AT      «y  + ^L /c 

(c  +  i)  e1       [c(c  +  i)P 


p2 
P't 


Ter/t/r  libre 


Q<»,  =  — xx 


;r 


c(c  +  i)-      (c  —  i)/>o(io), 


les  coefficients  de  cette  formule  étant  déterminés  par  les  relations  sui- 
vantes [voir  (ig)] 


+  X,    I  -t-  c  ■ 


Al0    —  A.--l.Xi  — 

v  -v        -  '~x'  1  +  c~' 

A10_A«_,,Xl-  2 


V      1" 

A10  AC-1,X,  " 

'■10  —  AC— 1,X| 


X,  I-f+l 


I  —  X 1    I  —  C  - 


'■12  —  A.-i  1,  x,  — 

V     —  1'  — 

A,  2  —  *r+l,»,  — 

All—  *C4-I,X,— 


Au    —  Ar,  x,  — 

An  —  Ae,x,— 

5  Ai  1  —  Ac,  xt  — 

-;      a';\  =  >:u  = 

l  +  z,    I  H-  C  H-  I 


1  -|-  X,     l  +  C 


1  —  x  1    1  -H  c 


2  2 

I  +  x,  1  — c 

2  2 

I  —  X ,  I  C  _ 


I  —  X,     I  -+-  C  —  I 


1+Z,    I  —  c 


—  Xi     I  —  C I 


L'expression  de  la  seconde  fonction  est  la  suivante  : 


(22  a) 


Q„— x    clc  -     0- 
c 


_*  p +.3i_^p 


à.,., 


c(c—  1)  e  !<-•(•'       H 


civ 


/  ,., 


,    y     P'  -'  P' — - 

+  '!"'«       c(c— l)e     '        [c(C-i)l'\e 


P'. 


>"    P" 

'■■'il   '     u 


'  -.  1 


'V, 


/  .,  . 


0    »       C(C— 1)  e     '       |c(<-       n|«  \e 


'  i  p: 


v„    p-»   ,  A3i         £  p'"  _ 


(c-i)  e    '       [c(c  — i)]1  \e 


-  I  P™-. 


x9o 

Terme  lil/rt' 


K.     BOHLIN. 


&;  =  +  x|^c(c-i)^Vo('o), 

où  les  valeurs  des  coefficients  sonl  bien  déterminées  comme  il  suit  : 


>.2o  =  l 


I  +  X ,    i  —  c  -+- 1 


«M-t,  X|  


I  4-  X,     1  —  C  -+-  I 


^2  2  *— C— I,  X,  ! 

Les  expressions  de  £2,  et  £1,  proc 
positives  de 


*21=>,„_Xi  = 

^51  =  *C,-X, 
''2  1  =  «C,  — X, 


X.     1  +  C 


'I 


C  —  I 


2 
—  X 


2 

C  —  I 


X,     1  +  C  -+-  I 


—  x,   i  +  e  +  i 


I  H-  X,     !  +  C 


2  2 

—  X,     1  —  C 


èdent  ainsi  suivant  les  puissances 


en  abordant  toutefois  avec  la  puissance  négative 

La  troisième  de  nos  fonctions,  0„,  se  trouve  donnée  par  l'expression 
encore  plus  simple  (  ') 

(226)  Q0  =  _xrp'o  +  4c£i>'t+  L!Vp;  +  ...  1. 


(')  Cette   fonction  12„   correspond  à  la   fonction  ■/(//. \)  e-i >n -, i . I <•  i-.'-t-  < I ;  1  n ^  le 
numéro  suivant. 
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Terme  libre 

Q<»>=  +  2*!C/>0(IO). 

Dans  toutes  ces  formules  les  fonctions  élémentaires 

p       p'      p"      p"' . 
p        P'        p»       P"' . 

rl!         rU         *1>         r]l 

p„   p;,   p:,   p:; 


loi 


sont  à  former  de  la  manière  indiquée  ci-après  : 


(23)    P  = 


-t- 
+ 

P'= 

+ 

-+- 
+ 

P'= 

+ 
+ 

P'"  =: 


Facteurs  respectivement 
Po(o);     p,(o); 

Po(0;  MO; 
Pi  (a); 
P.  (3); 


7.  Fonction  /{u,  f).  —  En  employant  les  développements  du 
numéro  précédent  pour  la  fonction  il,  l'expression  de  x  prend  bien  la 
forme 

x  =  B  e®~~Q  [  i  -+-  (33  —  e3  cos  ?/  —  p.3  e3  cos  c  +  (\  ] . 

Pour  avoir  les  coordonnées  x0,y0  se  rapportante  l'axe  Ta?0,  coïncidant 
avec  le  rayon  vecteur  /•,  nous  aurons  à  appliquer  la  formule 


(»4) 


^  =  a;0cos(7r-i-x)  4-/0sin(7r  +  •//), 


y  désignant  la  nouvelle  fonction  qui,  ajoutée  à  la  longitude  du  péri- 
hélie des  arguments  -,  forme  l'angle  nommé  axiale,  ou  bien 


(25) 


«P  =  7T  H"  X- 


Cette  fonction  /,  citée  déjà  dans  la  première  Partie,  ne  se  prêle 
pas  cependant,  sous  cette  forme,  directement  à  une  détermination 
convenable  des  ternies  libres  correspondants.  C'est  pourquoi  il  faut 
décomposer  aussi  celte  fonction  en  deux  parties  en  posant 


(26) 


X  =  /.i  +  Xi» 


ce  ipii,  en  outre,  se  trouve  déjà  indiqué  par  l'expression  intentionnée 
de  cette  fonction,  ayant  le  facteur  >  en  multiplicateur.  Ainsi  nous 
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aurons  bien 

(  26  a  )          ^  =  x  " 

+  F0Q0  +  f,  2C^Qi  +  f*«  (2Cf)  Q*- ■ 

■■] 

[-  riQi  +f*î  2cJQ,  -f-p'^ac^)  Q;  +  . 

■•] 

-  ri  Qï  +  1A  2 <? ^  q;  +  p.;  ^c^)  q; + . 

■•] 

1  +  ri  Q™  +  FÏ  3  c  3  Qi  +  ri  [2C~]  Qï  -  • 

-J 

Terme  libre 

7.,"        -xx,(c  —  i)-?0(io), 

et  d'autre  côté 

(26*)  x*=*fj[-f*oQo   ' Pi^Q.  +  F^^j  Q2-...] 

[+  ri Qi  +  Fi  2 '■  ~c  Q'i  +  F.  (2 c  ^)  Qi  +  •  ■  ■  J 

-  ri  Q';  +  f".  ^  Qî  +  ri  (2  c  ^)V;  - . . .] 


Ternie  libre 


7."  =— x~9o('o), 


les  fonctions  élémentaires  Q0,  Q'0,  Q"a,  Q™;  Q,,  Q,.  ...  devront  être 
formées  à  l'aide  des  éléments  simples 

q,(m,  n) 

tout  à  fait  de  la  même  manière  que  P0,  P0,  P"0,  ...  viennent  d'être 
déterminées  en  fonction  des  éléments  simples 

/>/(»'■  ") 

[voir  (23)],  et  les  coefficients  a,  v. ',  u.",  u.'"  sont  donnés  en  substituant 
e,  c  ■>.,  c,  c -H  2,  ...,  au  lieu  de  c  dans  les  expressions  A.  X',  X", 
>.'"  1  [9),  page  188. 
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Constantes  : 


iq3 


F,,  -  >■ 

'  "i  " 

p.„  =  /. 

1  II. 

Ko  =  '■ 


c 


fX2:      / 

jj.2  =  X" 


8.  Expression  de  i\  a.  v  ),  varia/ion  des  longitudes  d'époque  dans 
le  cas  de  la  coordonnée  x.  --  Ayant  formé,  clans  ce  qui  précède,  les 
fonctions  Ï2  et  7,  il  nous  reste  à  citer  l'expression  delà  fonction  1  qu'il 
faut  appliquer  dans  les  combinaisons 

£,  +  £     et     £2-t-e, 

aux  longitudes  d'époque  e„  e„  pour  avoir  les  variations  des  équations 
des  arguments  compatibles  avec  l'expression  complète  dex.  En  consi- 
dérant quelques  termes  supplémentaires  obtenus  dans  le  cours  de 
cette  recherche,  cette  quantité  s'est  trouvée  formée  en  analogie  com- 
plète avec  la  fonction  précédemment  considérée  -,  c'est-à-dire  la 
longitude  du  périhélie  des  arguments.  Il  paraît  dès  lors  superflu  de 
décomposer  cette  fonction  en  deux  parties  e,  ci,  comme  il  y  avait  heu 
de  supposer  dans  la  recherche  préalable  (I).  Au  contraire,  cette  fonc- 
tion se  trouve  bien  donnée  par  l'expression  suivante  régulière  : 


Coefficients  de  phase  X  =  -+-  1  ;  fi  =—  1. 


Facteurs. 


(>;)      t[uv)=x- 


C  2 


C  —  2 

2 


0 

0 

1 

2 

O 

+   - 
2 

0 

— 

— 

o  o 

I 

'> 

o  o 


7o(o) 
<7oO) 


•7i(o) 

V,,M 
<7.(2) 

<7>(3) 
■<7i(2) 

7l(5) 
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Terme  libre 


e 


2-/X,-(/0(lO) 


c 


9.  Expressions  se  rapportant  à  la  vitesse  des  aires.  —  Selon  les 
formules  de  Jacobi,  données  dans  son  Mémoire  :  Sur  l'élimination 
des  nœuds  dans  le  problème  des  trois  corps  (Œuvres  complètes, 
t.  IV,  p.  3o2),  nous  trouverons  sans  difficulté,  après  avoir  déterminé 
les  demi-paramètres  des  orbites,  d'après  les  formules 

f^  dy  d.x 

A  y(j  =  x  -7-   —  y  — —  , 
v  dt        -     dt 


ki  \fGi  =  xt  - 


dy\  dxt 

~dT~yi~dT' 


les  inclinaisons  des  deux  orbites  par  rapport  au  plan  invariable,  par 
les  égalités 

4 fJLjui, XÂi  \/GGi  sin2 - J  =     [fi/,   \/G +  //,£,  y/G,]2  —  c], 

CoSin;',  =       p.£   y/G   sinj. 
ca  siru  =  —  p.,  /,,  \/Gl  sinj. 

Il  est  par  cela  désirable  de  déterminer  G  et  G,  par  une  méthode  indé- 
pendante. Nous  nous  sommes  occupé  de  cette  question  dans  un 
Mémoire  particulier,  déjà  cité  ('),  auquel  il  suffira  de  renvoyer,  pour 
les  particularités  y  appartenant.  Remarquons  seulement  que  l'expres- 
sion du  demi-paramètre  se  trouve  donnée  par  la  relation 

(28)  v/G  =  \/G7+^(".0- 

sous  la  condition  qu'on  a  soin  d'introduire,  dans  les  équations  des 
arguments,  les  longitudes  d'époques  variées 

£)  -+-  u     et     £,+  co, 

où  r-(u,  v)  et  «(m,  v)  sont  des  développements  autologues,    bien 

'  '  Sur  le  développement  des  intégrales  du  problème  des  trois  corps. 
Quatrième  Partie  :  Expressions  analytiques  des  intégrâtes  (Archives  de 
!    ti  adèmie  des  Sciences,  t.  X,  n°  8,  Stockholm,  igij). 
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définis.  L'expression  principale  du  demi-paramètre  est  alors 

^-  \®  (  )i4COS«  -4-COSl' 

(29)  vG0=Ce-       1  —  y.. 


>,4  ch<7;+  cli  £>4 

les  constantes  de  cette  formule  étant  déterminées  par  les  relations 
simples 

(   ch<7t=:  !O(chrt0 — ch&0), 

(29 a)  \ 

(  cli64=ch<70, 

ainsi  que 

/  \  =  2  —  a  —  x,  (x  -+-  x,  )2, 

(29e)  )  y4=  1  +(3  +  (x  +  x1)3, 

(  C=y'âÂ[4c-xï]1 

A  désignant  le  demi-grand  axe  de  l'orbite  et  a  et  (ï  n'étant  pas  autre 
chose  que  les  différentielles  d'époque,  cpji  entrent  déjà  dans  les 
équations  des  arguments  et  dans  l'expression 

2  a  -H  (3 

appartenant  à  tous  nos  développements  dans  les  combinaisons 

c  e 

ou 
e  c 

10.  Sur  les  cas  de  mouvement  labile  ou  asymplolique.  —  Nous 
avons  fait  remarquer  (Archives  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  IX, 
n°23,  p.  20-3i)  qu'il  y  a  lieu  de  supposer  les  cas  instables  et  asympto- 
tiques  caractérisés  par  le  facteur 

(3o)  e*'A', 

appliqué  dans  les  formules,  où  nous  aurons 

(3o«)  Aj=:t2[(i8o°4-  u)2-t-  (i8o°-r-  C)-  |. 

Remarquons  que  ce  facteur  ne  peut  pas  être  assimilé  aux  coefficients 

[C(C  +!)]»,       [c(C-l)]», 

parce  qu'alors  l'instabilité  en  question  ne  serait  combinée,  en  -, 
qu'avec  les  hauts  multiples  des  arguments,  appartenant  an\  éléments 

Journ.  de  Math.  (•)'  série),  tome  II.  —  Fasc.  III,   1916.  -*0 
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simples  ^3(4);  p3(5);  p3(6);  ^3(7).  Le  facteur  d'instabilité  paraît, 
au  contraire,  devoir  être  combiné  avec  les  coefficients 

2  c     et      1  c 
qui  entrent  dans  les  formules  de 

y,    9,    P.„. 

C'est  ainsi  seulement  dans  ces  fonctions  que  le  facteur  d'instabilité 
entre  directement.  Mais  il  est  de  plus  contenu,  d'une  manière  secon- 
daire, dans  tous  les  autres  développements  par  le  facteur 

cos  n  o 

qu'il  faut  introduire  en  donnant  à  nos  séries  la  forme  générale 

(  c\—n 
(3i)  2A-J-)      P„cos/i<p, 

<p  désignant  V- axiale  que  nous  venons  de  déterminer  par  la  relation 
Remarquons  qu'il  faut  encore  introduire  le  facteur 


dans  les  autres  quantités,  fonctions  de  2c  et,  par  conséquent,  rem- 
placer 

ic  par  2Ce*'     , 

p  =  2 et  »  p  é11'      . 

par  où  l'instabilité  du  mouvement  devient  sensible  directement  encore 
dans  les  équations  des  arguments. 

Si  nous  avons 

A2<o, 

le  cas  asymplotique  se  trouve,  au  contraire,  réalisé.  Le  cas  régulier 

serait 

/;2-— o, 
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c'est-à-dire  sans  facteur  asymptotique .  Mais  il  faut  bien  supposer 
que  ce  cas  est  seulement  exceptionnel  et  qu'en  général  la  solution  soit 
ou  instable,  ou  bien  asymptotique. 

Nous  venons  ainsi  de  rencontrer  l'idée  de  Henri  Poincaré  sur  les 
solutions  asymptotiques,  admirablement  exposée  dans  son  œuvre  : 
Les  méthodes  nouvelles  de  la  Mécanique  céleste,  et  il  paraît  bien  que 
cette  forme  de  solution,  considérée,  au  premier  abord,  par  lui,  appar- 
tient, d'une  manière  essentielle,  au  problème  des  trois  corps. 

A  mesure  que  les  valeurs  de  \-  vont  en  croissant,  les  constantes  p 
et  t  vont  décroître,  pour  If  négatif,  à  la  valeur  limite  de  zéro.  C'est  en 
particulier  le  cas  pour  la  quantité  t,  qui  elle-même  entre  dans  l'expo- 
sant du  facteur  asymptotique 

Ainsi  l'état  limite  vient  s'établir  sur  une  échelle  infiniment  amoindrie, 
à  mesure  que  les  valeurs  de  l  tendent  à  l'infini.  Dans  le  cas  d'insta- 
bilité, If  positif,  il  y  a  une  altération  de  l'orbite  de  plus  en  plus 
brusque.  Mais,  avant'que  cette  altération  soit  accomplie,  les  séries  ont 
déjà  cessé  d'être  convergentes. 

11.  Aperçu  des  formules  principales.  —  Les  quantités  fondamen- 
tales sont  les  modules  d'excentricité  primaires 

(32)  «.,     6„, 

déterminés  par  les  formules 

ch«„-|-  ch  /v0  =  3, 
eh  «1,4-  p.0cli  /■><)  _ 


c\\-xo„ 


donnant 


a0— 1,025  2961,  60  =  0,8937464, 

cha0  =1, 5733o55,        cli  b0  =  1 ,4266945. 


Pour  le  rayon  vecteur  r,  la  coordonnée  x  el  le  demi-paramètre  <., 
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les  formules  sont 

.    w  cosw  -t-  u,  cosc  "I 

Cil  fl-j  H-  f/j  Cil  63  J 

/7=r  ^5®/  /,,  COS«  +  COSl'X  - 

les  constantes  particulières  a,,  b,  ;  a3,  &3;  a,,,  b.,  étant  définies  dans  ce 
qui  précède  [(16),  (17),  (29a)].  Remarquons,  en  particulier,  les 
formules  des  coefficients  de  phase  : 

clir/T1  clic/:1  , 

/*,_=— H ô^j  ^3-=— IH ^-,  A4rr  2  —  a— x,(x  +  x,)!, 


OU 

7T  I  -I-  C   C 

1800  c      e 

Les  fonctions  0,  Y],  Q,  ...  sont  celles  définies  dans  ce  qui  précède. 
Après  avoir  déduit  les  modules  d'excentricité 

originellement  attribués  à  x,  par  les  formules 

cli  (7., d1  b%=i , 

nous  allons  former  les   différentielles   d'époque   a,   (3    d'après  les 
relations 

.  ch  b'1 

<x  +  (3  =  n g-î-i 

char' 

a  —  p  =  i  H î-, 

r  2 

d'où  nous  déduisons  immédiatement 

1  a  — S 

2  «  +  p 

la  constante  c  étant,  au  contraire,  un  nombre  d'avance  déterminé, 
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savoir 

c  =  2,555  555  5. . . . 

Pour  obtenir  les  arguments  fondamentaux 

u,      r. 

nous  avons  bien  les  équations  des  arguments  analogues  à  l'équation 
bien  connue  de  Keppler.  Ces  équations  sont  : 

o  ,   ■-,  sin  u  -t-  a'  sin  c 

(i  +  v0)n0t  —  i8o°4-£,  —  n  —  u  —  T(i8o°-t-  u)  - 

(i  +  V0)fl„t  —  i8o°+  £, —  7T  —-  v  —  t(  i8o°  +  v) 


a.  cha0  ■+■  P(jl'0  cl>t/0 
l1'  sin  u  -+-  sin  v 


oik"t  cUa0-h  (3  chè0 
Les  constantes  adoptées  dans  ces  formules  sont 


«0=  iu,88S  888  S  . . .,         v0=— , 

ic 


e- 
■  x  — -  > 

c 


d 


Les  fonctions  £,,  e2,  -  sont  celles  déterminées  dans  ce  qui  précède. 
Remarquons  seulement  que 

7T  =  ir(K,01), 

0  =  7t(Mie,), 

où  les  arguments  «,,  p, ,  renfermant  le  mouvement  périodique  parti- 
culier du  périhélie,  sont  bien  déterminés  par  les  formules 

</,z=  h  -t-  p  (  1 8o° -H  «), 

t>,=  c  -h  p(i8o°+  c). 

Les  coefficients  de  phase,  pour  ces  équations  des  arguments,  sont 
bien  définis  par  les  relations  simples 

,.'  —  ,       c1'""' 
f*o  —  ' — » 

.,  chèô' 


l'm  ce  <|iii  concerne  l'expression   de  ./;  et  l'expression  de  \<i,  les 
équations  des  arguments  doivent,  comme  nous  l'avons  remarqué,  être 
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modifiées,  en  remplaçant 

E,  £,  -+-  £  £2+  (,J 

par  et  par 

£2  £2+  £  £[  -+-  M 

respectivement. 

Ces  formules  se  trouvent,  pour  la  pratique,  bien  appropriées  au 
calcul  de  l'orbite.  Elles  ont  sur  les  développements  antérieurs,  adoptés 
pour  le  problème  dont  il  s'agit,  l'avantage  de  permettre  de  calculer 

les  termes  jusqu'à  une  puissance  quelconque  de  l'excentricité  et  de  -• 

Dans  le  cas  actuellement  considéré,  l'exactitude  fut  poussée  à  la 
douzième  puissance  de  l'excentricité,  ce  qui  a  suffi  pour  atteindre  un 
accord  de  0,0001  entre  l'orbite  d'avance  déterminée  et  les  expressions 
analytiques. 
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Sur  les  courbes  gauches  algébriques; 
Par  R.   DE  MOJVTESSUS  I>E  BALLOllE. 


INTRODUCTION. 
1.   Soienl  deux  équations 

représentant  une  courbe  gauche  algébrique  T. 

On  peut  éliminer,  entre  ces  deux  équations,  d'abord  toutes  les 
puissances  de  s;  puis  toutes  les  puissances  de  z,  saufs  lui-même; 
cela  donne  deux  nouvelles  équations 

(2)  ¥(ar,jr)=o,  zX(x,y)  —  ty(a:,y)=o, 

qui  représentent  elles-mêmes,  sauf  quelques  restrictions,  la  courbe  T. 

2.   Considérons,  par  exemple,  le  système 
(T)  (   rt  (^:k);2h-  &(#,  y)z+  c(x,  y)  =  o, 

I   "'<  '  ,  /):!+6'(.c,  7);  +  c'(.r,  7)  —  o, 

transformé  en  celui-ci 

,rv  ((«'■■'  —  Cfl')8  +  (/,.,'  —  „//,(/„•        ,/,i-o, 

)  s{ac'~ca')  —  (bc'—cb')  =  o. 

Quand  les  courbes  pi s  (a,  b,  c)  d'une   pan  [a  esl  pris  pour 

«O^j)  =  o],  (a',  h  ,  c')  d'autre  part,  n'onl  pas  de  points  c muns, 

les  droites  parallèles  à  Os,  définies  par  les  équations 

c\  c,  y)  =  o,  r'(.c,  y)  =  0, 
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font  partie  de  la  ligne  r,,  tandis  que  les  seuls  points 
z  =  o,         c(x,  y)  =  o,         c'(x,  y)  =  o 

sont  sur  la  courbe  T. 

3.  Quoi  qu'il  puisse  être,  la  comparaison  entre  les  systèmes  (1,2) 
n'offre  jamais  de  difficultés  et  l'on  peut,  sans  restreindre  en  principe 
la  généralité  de  la  question,  étudier  les  courbes  gauches  algébriques 
sur  des  équations  de  la  forme  (2),  comme  l'ont  fait  Cayley  (')  et 
surtout  Halphen  (-). 

i.  Cayley  a  en  effet  indiqué  la  représentation  (2)  des  courbes 
gauches  algébriques;  mais,  malgré  son  talent  d'analyste,  il  n'a  pas 
réussi  à  surmonter  les  difficultés  qui,  de  prime  abord,  se  présentent. 

Halphen,  au  contraire,  a  énoncé  des  résultats  du  plus  haut  intérêt  : 
il  a  ouvert  cette  voie  difficile. 

Comme  il  est  naturel  dans  une  première  étude,  Halphen  a  limité 
son  sujet  :  il  ne  s'est  occupé  que  des  courbes  n'ayant  pas  de  points  à 
l'infini  et  dépourvues  de  points  singuliers  (3);  il  a  basé  son  grand 
Mémoire,  qui  ne  comporte  pas  moins  de  200  pages,  sur  la  proposition 
suivante  (''),  à  laquelle  il  reconnaît  une  extrême  importance  (5)  : 
Etant  donnée  une  courbe  gauche  T,  dépourvue  de  singularités, 
n'ayant  pas  de  points  à  l'infini,  et  représentée  par  les  équations 

<p(*.  j)  =  °>      -y.U'i  y)  —  ty(-*,y)  =  o> 

pour  qu'on  puisse  remplacer  ce  système  par  le  suivant  : 

?(*»  y)  =  °>      -■ /.1  (•*-■>  y)  —  <M^>  y)  =  °> 


(')  Cayley,  Comptes  rendus  de  /'  icadémie  des  Sciences,  t.  L1V  ei  LVIII. 

(2)  Halphen,  Classification  des  courbes  gauches  algelu  /,/ues  (Journal  de 
V École  Polytechnique,  [882).  Consulter  aussi  :  C.astelmiovo.  Sui  multipli  di 
una  série  I ittea re  (  lieu ilieon 1 1  ilel  Circolo  matematico  di  Palermo,  t.  Ylll). 
ci  E.  Picard  et  <i.  Simart,  Théorie  des  fonctions  algébriques  de  deux  variables 
indépendantes. 

(:t)    Il  -,";i ^ i L  i.:i  des  singularités  vraies  et  non  des  singularités  apparentes. 

1  >)  et  (')  Halphen,  loc.  cit.,  p.  20,  a5. 
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il  faut  et  il  suffit  que  le  polynôme  y,  (x,  y)  s'évanouisse  en  chacun 
des  points  doubles  de  la  courbe  p. 

o.  On  sait  quel  rôle  considérable  jouent  les  points  singuliers,  vrais 
et  apparents,  dans  les  courbes  gauches  algébriques.  11  est  même  très 
remarquable  que,  dans  ce  difficile  sujet,  ce  soient  des  formules 
analogues  à  celles  que  Plucker  a  données  pour  les  courbes  planes,  qui 
aient  constitué  les  premiers  résultats  généraux  obtenus  :  je  veux  parler 
des  formules  de  Cayley  ('). 

Je  me  propose,  en  premier  lieu,  de  montrer  que  V étude  des  singu- 
larités des  courbes  planes  p,  'l,  /  permet  toujours,  sauf  dans  des  cas 
très  particuliers  et  peu  importants,  de  préciser  la  nature  des  singu- 
larités de  la  courbe  gauche  V  (2). 

Dans  une  seconde  partie,  je  donne  la  proposition  générale,  qui 
renferme  celle  d'Halphen  n°  i,  concernant  les  conditions  nécessaires 
et  suffisantes  que  doive  ni  remplir  non  seulement  /,,  mats  encore  ty,, 
pour  quon  puisse  écrire 

?(^r)  =  °>      -/.i( ■''•>  y)  —  'M-r'  /)  =  °i 

au  lieu  de 

<»<  «,  y)  =  o,  z  x(x,  y)  —  <h(.r,  y)  —  o, 

cela  que  la  courbe  T  ait  ou  non  des  points  à  /'  infini ,  ait  ou  non  des 
singularités  vraies  (3);je  me  borne  cependant  ici  au  cas  où  p,  '|  d'une 
part,  p,  /  d'autre  part,  n'ont  pas  de  contacts,  mais  <\),  y  peuvent  en 
avoir. 

Comme  il  paraît  impossible  de  généraliser  la  démonstration,  assez 
pénible,  d'Halphen,  non  plus  que  certaines  autres  démonstrations  de 
son  théorème  (''  ),  j'emploie  des  procédés  qui  diffèrent  de  ceux-ci. 

Les  calculs  nécessités  par  les  questions  traitées  dans  la  deuxième 
Partie  sont  d'une  nature  très  spéciale.  Pour  les  élucider,  il  m'a  paru 
nécessaire  de  donner  quelques  applications. 

(')  Cf.  par  exemple  G.  Salmox.  Traité  de  Géométrie  analytique  à  trais 
dimensions,  2*  édition  française,  20  Partie,  p.  77. 

(-)  R.  de  Montessus  de  Ballore,  Comptes  rendus  de  V Académie  des  Se  ences, 
t.  ltiï.  1917,  p.  392. 

(••')  Ibid.,  t.  164,  1917,  p.  ',  ^. 

('')  l'ar  exemple  Picard,  Traité  d'Analyse,  20  édition,  t.  Il,  p.  '>-•. 

Journ.  de  Math.  17'  série),  tome  II. —  l'asc.  [II,  1916, 
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[.—ÉTUDE  DES  POINTS  SINGULIERS 
DES   COURBES   ALGÉBRIQUES   GAUCHES. 

6.  La  première  question  qui  se  pose  dans  l'étude  des  courbes 
algébriques  gauches  T  est  celle  des  points  singuliers,  comme  je  l'ai  dit. 

Une  parallèle  à  Oj,  s'appuyant  sur  la  courbe,  peut  passer  par  un 
point  singulier  deT;  elle  peut  rencontrer  T,  non  seulement  en  un 
point  ordinaire,  mais  aussi  en  plusieurs  points  de  cette  espèce;  elle 
peut  encore  rencontrer  T  à  la  fois  en  des  points  ordinaires  et  singu- 
liers. 

Dans  le  premier  cas,  on  dira  que  V  présente  sur  la  parallèle  à  Oz 
une  singularité  vraie;  ce  sera  un  nœud,  s'il  s'agit  d'un  point  double; 
cette  singularité  sera  appelée  apparente  dans  le  second  cas;  on  sait  le 
rôle  considérable  que  jouent  les  points  doubles  apparents;  enfin,  dans 
le  dernier  cas,  la  singularité  sera  semi-apparente. 

Je  vais  montrer  que  V élude  des  singularités  des  courbes  planes  z>, 
■b,  y  permet  toujours,  sauf  dans  quelques  cas  exceptionnels  de  peu 
d'intérêt  auxquels  il  sera  fait  allusion  au  n°  7,  de  préciser  la  nature 
des  singularités  :  ivraies,  apparentes,  semi-apparentes  de  Y,  et 
même  d'étudier  Y  au  voisinage  d'un  point  singulier  vrai. 


POINTS    DE    O    01    NE    PASSENT    NI    ]/,    M    /. 


7.   En  raison  de  la  relation  (2), 

o(x,  y)  =  0, 

les  seuls  points  du  plan  des  xy  à  étudier  sont  ceux  de  la  courbe  o. 

Il  est  facile  do  préciser  la  valeur  de  z  en  un  point  ordinaire  ou  sin- 
gulier de  0,  où  ne  passent  ni  i,  ni  y .  A  un  tel  point  (a,  b)  de  o  cor- 
respond  un  point  (  a,  b,  s)  de  Y,  où  Y  a  une  singularité-  analogue  à 
celle  que  a  possède  en  <  a,  b  ),  ou,  au  contraire  est  dépourvu  de  sin- 
gularité, si  p  n'a  pus  de  singularité  en  (a,  b). 

Il  peut  y  avoir  exception  si  Y  a  en  (a,  b,  z)  un  point  singulier  avec 
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plusieurs  branches  de  courbe  dont  les  tangentes  soient  dans  un  même 
plan  vertical.  Des  exceptions  analogues  peuvent  se  présenter  dans 
tous  les  cas  dont  je  parlerai. 

POINTS    SIMPLES    DE    <ïï    OU    PASSE    AU    MOINS    L'UNE    DES    COURBES    <|.   /. 

8.  En  un  point  simple  de  o,  où  b  a  un  point  simple,  mais  où  ne 
passe  pas  y,  z  n'a  que  la  valeur  zéro;  en  unpoinl  simple  de  tp,  où  'b 
ne  passe  pas,  mais  où  passe  y,  ;  n'a  qu'une  seule  valeur,  elle  est 
infinie.  Cela  est  évident. 

9.  En  un  point  simple  {a,  b)  de  <p  où  'l,  y  ont  l'une  et  l'autre  un 
point  simple,  z  n'a  qu'une  valeur,  finie  si  'l,  y  ont  un  contact  du 
même  ordre  ;  si  '\>  a  un  contact  d'ordre  n  —  \  avec  tp,  et  si  y  a  un 
contact  d'ordre  p  —  i  avec  ç,  z  est  nul  ou  infini,  selon  que  n  > p 
ou  n  <  p. 

En  effet,  soit 

(<p)  y  —  b  —  <xx(x  ■ —  a)  -+-  a2(  x  —  a  )'  -t-  ct3(x  —  a)3  4-  .  .  . 

l'équation  de  la  courbe  ep  ( '  ). 

Les  équations  de  <h,  y,  qui  passent  en  (a,  b),  sont  de  la  forme 

o=       Pu(x  —  a)  +  Pu  (y  —  b)  +(321(a?  —  a)° 

+  3.22(.r  -  a)(y  -  6)  +  %z(y  -  b)*+  P„(*  — a  I 


o=  yu(x  —  a)  +yii(y  —  b)+ytt(ai  —  ay 
-+-  yit(x—a)(y—b)-h  yn(y  —  b)*  +  y,,(x  —  ny 
-+- 

mais,  (r,  y)  étant  constamment  sur  <p,  pour  les  points  (x,  y)  consi- 


(')  On  peut  supposer,  pour  éviter  l'apparence  de  cas  particuliers  dénués 
d'intérêt,  que  les  axes  Ox,  Oy  sont  orientés  de  manière  que  les  tangentes  à  <p 
en   (a,    b)  ne    soient  jamais  parallèles  à  Oy,    En    fait,    cette    restriction  est 

inutile. 
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dérés,  on  doit  écrire 

(i|i)     o7±^{x,y)  =      p„(*  —  a)  +,3,,(.r-/>)  +p21(^  — «)2 

H-pM(af  —  a)(7-6)-H(3S3(v-6)'-+-(331(a7-a)3 


(x)     °^7.(X'J)=      Vn(''  — «)  +  712(7  —  A)  -+-  y2i(^  —  «Y 

-+-  yïî(x  —  a)(y  —  b)-hyi)(y  —  b)i-h  y31(a;  — a)3 


relations  qui,  en  tenant  compte  de  (9),  prendront  la  forme 

(3)  <\i(3i,y)  =  (Pll+p,i*i)(a!  —  «)+((3îl  +  |3„al+piïa,+  (3„a*)(a!— a)M-..., 

(4)  7.(-r'y)  =  (7'i-f-7i2atiK-f  —  «)  +  (  72.  -+-  7ss ^1  +  712  *2-h  y»*'  )(*  —  «)'  +  •••  • 

Les  coefficients  de  quelques-unes  des  premières  puissances  de 
(x  —  a)  peuvent  être  nuls  dans  Tune  ou  l'autre  de  ces  expressions. 
Cela  implique  des  contacts  avec  op. 

i°    Supposons  en  effet  que 

cp  eJ  -.j/so/if  a/o/\s  tangentes  en  (a,  6),  puisque  a,,  coefficient  angulaire 
de  la  tangente  à  op  en  (a,  b),  vérifie  l'équation 

qui  donne  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  à  ■}  en  (a,  />). 
20  Supposons  ensuite  que 

(5)  (3,,  +  (3lîa,  =  o,         (321+(32Sa14-(3i2a2-+-(323a5  =  05 

quelle  est  la.  condition  pour  que  a>,  'j/  aient  un  contact  du  deuxième 
ordre  ? 

Rappelons  en  quelques  mots  la  théorie  des  contacts. 

Si 

(6)  *=/(0,         .r  =  ?C) 

sont  les  équations  paramétriques  d'une  courbe  cp  ;    si 
o  =  F(*,j)  =  F[/(0,  <p(0]  =  *(0 
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est  l'équation  d'une  courbe  <\i,  où  l'on  a  remplacé  (a?, y)  par  leurs 
expressions  (G),  il  y  a  contact  du  deuxième  ordre  en  t0  entre  les  deux 
courbes  si 

(7)  $(t0)=o,         0'{to)=o,         ?'(t0)  =  o. 

Dans  le  cas  présent, 

.r  =2 1.         t0=  a 

et  (3) 

§{t)  =  (j3„  -+-  (3,2«,  )  (t  —  a)  +  (?.,,  -+-  (3„«,  4-  (3I2a2  -+-  (323«ï)  (  <  -  «)2  + .  ■  • , 
de  telle  sorte  que  les  conditions  (7)  s'écrivent 


>ti-t-pi2*r 


(321+  j3j2«1  +  piîas+  (323a;  =  o  : 


ce  sont  les  relations  (5).  Si  les  relations  (5)  sont  vérifiées,  <p,  '\i  ont  donc 
un  contact  du  deuxième  ordre  en  (a,  b). 

3°  Plus  généralement,  et  de  façon  toute  semblable,  si  les  coeffi- 
cients de  (x  —  a),  (x  —  a)2,  ...,  (x  —  a)"~'  dety,  dans  (3),  sont 
nuls,  '\>  a  un  contact  d'ordre  (n  —  1)  avec  op,  en  (a,  b). 


Dans  ce  cas, 


(x  —  a)" 
estfinien  (a,  b)  puisque 


|3n,i+pn,s«i-H. .  .+  (j3„+M  +  ..  .)(x  —  a)+.. 


{x  —  a)n 


r=«=  P»,l  +  |3„,i  «I-h.. 


De  même,  si  /es1  coefficients  de  { .r  —  a),(x  —  a)2,...,  (./;  —  rt)'1-1 
rA-  y,  rfa/îs  (4),  50///  //«/s-,  y  a  ////  contact  d'ordre  (/>  —  1)  «rec  ç, 
en  (a,  b),  et 

•/.(■'•.  .y) 


est  fini. 
(  )n  a  écril 


(x  —  a)/- 


>(^  y) 


■/,.,i-t-y/>,2«i-(-.. 


(.r  —  ay 


[1MIII 


r  x(*.  r)  1 
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on  a  donc 
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r^(.e,,y)l  r^(-^y)  :(.r-a)" 

lx(x,  y)\a,b       lz(x,y):  (x  —  a)P 


(*-«)ES 


P„.,-f-  (3n.2«r 


a, A 


quantité  nulle,  finie  non  nulle,  ou  infinie  selon  que 

n>p,         n—p,         n<p. 

i).   Passons  au  cas  où  •},  y  ont  des  points  multiples  (')  en  (a,  6). 
Jci, 


+  (3A,A+1(y  -  6)*+  p**,,,  (*  -  a)*-1  +  ?*«,»(«  -  «)"(  v-  A) 
+ 

X(*.7)  =      V/..1     (-r  -«)*  +  7*,2     (x-a)^'(.y-i) 

-+- 

+  y*+i,.i(«  —  a)*+1-t-..., 

et  cette  question  peut  être  traitée  tout  comme  l'a  été  la  précédente. 
Si  <\>  (x,  y)   n'a  pas  de  contact  en  (a,  b)  avec  o, 

'  4,(3''  y)  ' 

(x  —  a)AJo,A 
n'est  ni  nul,  ni  infini.  St  o  et  '\  ont  un  contact  d'ordre  p, 

ù(x.y) 

{x  —  a)»+p]a,i, 
n'est  ni  nul,  ni  infini. 

Ayant  énoncé  le  résultat  analogue  qui  concerne  <p,  il  n'y  aura  au- 
cune difficulté  à  reconnaître  si  ":^44:_~Test  nu'>  fini  non  nul,  ou  infini 


en  (a,  b). 


■/.(■'■■y) 


(')  Je  dirai,  pour  simplifier  le  langage,   que  ■]/  a  un  point   multiple  d'ordre  n 

en  (a,  b)   si  l'équation  ('\i)  de   cette  courbe    (n°8)    débute    par    des    termes   de 

degré  //, 

(3„,,  {x-  a)"+ân,,(x  -  a)»-1  (y  —  b)+. . ., 

quelle  que  soit  la  nature  de  la  singularité  que  présente  <\i  en  {a,  b). 
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10.  En  général,  l'équation  de  <p  n'est  pas  donnée  sous  la  forme  (çp) 
du  n°  9,  mais  sous  celle-ci  : 

o[x,  y)  =0  =  ?-u{x  —  a)  ■+-  «,,(/  —  b)  -+-  z.n{x  —  «)-+-.... 

Il  est  alors  tout  aussi  facile,  mais  plus  long,  d'obtenir  les  résultats 
qui  ont  été  énoncés. 

Il  serait  peu  utile,  sauf  en  vue  d'application  à  des  courbes  gauches  F 
déterminées,  de  reprendre  l'exposé  avec  cette  dernière  forme  de  <p. 
Au  surplus,  nous  supposerons,  dans  ce  qui  suit,  et  précisément  pour 
les  applications  qu'on  voudrait  faire  de  cette  théorie,  que  <p  est  donnée 
sous  cette  forme  implicite  quand  (a,  b)  en  est  un  point  double;  on 
reviendra  sans  peine,  si  on  le  veut,  de  ce  dernier  cas,  à  celui  où  (a,  b) 
est  un  point  simple. 


POINTS    DOUBLES    DE    O    OU    PASSE    AU    MOINS    L'UNE    DES    COURBES    <l ,    / . 

1 1.  Aux  environs  d'un  point  (a,  b),  où  les  deux  branches  de  z>  ne 
sont  pas  tangentes  entre  elles,  nous  pourrions  écrire,  selon  la  branche 
où  se  trouve  (a;,  y), 

y—b  =  cen(x  —  a)  +  c.,t(x  —  ay--i-c(il(x~a)3-^-..., 
y  —  b  =  a,j ( x  —  a )  -4-  otjj ( x  —  a )- ■+-  x3,  ( x  —  a )3 4-  .  .  . . 

et  poursuivre  l'étude  comme  dans  le  cas  où  -p  a  un  point  simple,  en 
envisageant  tour  à  tour  les  deux  branches  de  o;  mais  en  vue  des  appli- 
cations, comme  il  vient  d'être  dit,  dans  le  but  aussi  d'éviter  l'emploi 
des  cycles,  quand  les  deux  branches  de  o  sont  tangentes  l'une  à 
l'autre,  nous  prendrons  <p  sous  la  forme 

(?)  •--<'■, 'J=o=       «2i(-**  —  «)'2-t-  «22  (^  —  a)  (y  —  b) 

-+-«m(  y  —  M2  -+-«.ii(x  —  «)3  +  — 
Nous  avons  encore 

(«j»)         +(*,/)=      |3„(«  — a)  H-(3ls(r—  6)  -+-(3sl(a;-a)s 

-4-  (3M(a;  —  a)(/  —  6)  -+-  j3Sj(j—  6)2+  i3..,,(x  —  a)3 


('/.)         X(*>y)  =      7n(^  —  »)  -+-  7n  (/  —  *)+  72i  (■'■—■ 

H-  y2!(.r  — a)(  v  —  b)  -H  -/„(/  —  /;)2-+-  "/:,,(■'•—   ' 
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où  les  premiers  coefficients  S, ,,  j3)2,  ...,  y, ,,  y(2,  ...  peuvent  être  nuls. 


12.  On  a 


4ifi2)=pI1+|3I1f-^  +  ?„(*_«)  + pM(^-ô) 


x  —  a 


(x,  y)  étant,  il  ne  faut  pas  le  perdre  de  vue,  un  point  de  la  courbe  cp  ; 
puis 

[*££L=*.-m*> 

où  (y'x)a,i,  est  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  en  (a,  b)  à  la 
courbe  cp.  Ce  coefficient  angulaire  a  deux  valeurs,  puisque  les  deux 
brandies  de  3p  qui  passent  en  (a,  b)  ont  des  tangentes  distinctes. 

Si 

(3ii+(312(/x)a,A^o, 

c'est-à-dire  si  (y'x)  ne  vérifie  pas  l'équation 

Pu  +  Pis  «*=<>, 
qui  donne  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  à   }  en  (a,  b)  la 


quantité 


•<K  •*,.>') 


n'es/  /?r/v  /»///«"  :  /tv,  i|i  /*Vs/  /)a,9  tangente  à  la 


branche  de  m  oit  se  trouve  (x,  y). 
Au  contraire,  si 

(8)       •  Pii+pii(y»)«.»=o1 

ii— ii-         es/  //,«/,  <1)  est  tangente  en  (a,b)  à  la  branche  de  m  où  se 

troupe  (x,  y). 

Étudions  complètement,  dans  ce  cas, 

ty(*,y)  _  Pn(*  —  a)  +  £tt(y  —  b) 
(x —  a)2  (x  —  a  )"■ 

Y  —  b              [  v  —  b\- 
■+■  Pj,  -l-  <3S  -  -+-  p!3    - +  |3,,(.r  —  a)  -)-...  ; 
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montrons  que 

-p11(x-a)-+-|3ls(j  —  b) 


21  I 


(jc  —  m- 


r-         r     x  —  a  \X  —  a 


n'es!  pas  nul  si  ^  na  qu'un  contact  du  premier  ordre  en  (a,  b)  avec 
la  branche  de  cp  où  se  trouve  <\>.  En  effet,  pour  un  point  (H,  y])  de  ty, 

o=       <b(£.  ri)  =j3M(i  —  a)H-(312(vi  -6)-hp21(£-«)- 

+  P«(£  —  «)  (*)  -  6)  +  Pi»(m  -  ^)2  -+-  MS  -  a)3  +  .-, 

+  ap„(ïi  —  ^)r/;+  3p„(£-  a)*  +  .  .  ., 
H-  2(323[(-/i  -  6)ïiç.+  *#]  -i-  6^31  (?  —  «)+•■  ■> 


(9: 


0=('^|N)  =  (3„(y]|,  >„.,,+  2p2,+  3  jMY)j)a./,-t-2Mllï, '>„.■.. 

flt2    'a,i 


Si 

(10) 

il  résulte  de 


E„u-«)-r-Mr-*)  +  p,,  +  p22 2^  h. p23 (£=*  Y 

(.r  —  a)2  K  r     .r  —  «  \^'  —  " 


O, 


(.<•  —  «)2  _!«,*  L     2(X  —  rt)     _]„.,,  2 


12  0   t ')«./, 


que 
(11) 


-(3„ .)•;,.„-(-  $ï,y'a,à-h  %iy'a,b=o\ 


L'identité  (8  )  étant  équivalente  à 

(<),  10,  11)  entraînent 

.>,',  /,  -  n.'.i,, 

c'est-à-dire   supposent   un   contact  du  deuxième  ordre,  au   inoins, 
entre  A  et  la  brandie  de  f  OÙ  se  trouve  (.r,  y). 


13.  Soit  maintenant 

Pu       P«=o. 
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On  a,  dans  cette  hypothèse, 

(+)  |(x,  j)  =  (3,,(j-—  a)2-t-|322(.r  —  a)(y  —  b) 

4-  p!3(7_è)!+j3sl(^  —  «)*  +  ..., 

e£  /«  courbe  tya  un  point  double  en  (a,  b).  Ecrivons 
(..r  — (7)-  r     x  —  a  \x  —  aj 

oùj-\, ,,   est  encore  l'un  des  coefficients  angulaires  des  deux  tangentes 

à  ©  en  (a,  A). 


Dans  le  cas  actuel, 


|_(.r_a)2j 


es/  ««/,  o»  «e  Vest  pas,  selon  que 


(321+[32,.r;,4+|3i!3>;,2,, 


est  lui-même  nul  ou  ne  l'est  pas,  selon  que  le  coefficient  angulaire  y'B 
de  la  tangente  en  (a,  b)  à  la  branche  de  <p  où  se  trouve  (x,y)  vérifie 
ou  ne  vérifie  pas  l'équation  aux  coefficients  angulaires 

(32,  +  p22  u[r  -+-  (3„  u'£  =  o 

des  tangentes  à  '^,  s  en  (a,  &),  sefore  enfin  que  l'une  des  (leur  branches 
de  ■l  a  ou  non  un  contact  du  premier  ordre  avec  la  branche  de  cp  par 
laquelle  (x,  y)  arrive  en  (a,  b).  Plusieurs  cas  sont  à  distinguer. 

14.  Soit  i"  : 

Pu  —  P12 —  Rîi  —  Pss  —  Pm  —  °i 

ici,  la  courbe  ^  a  «rc  point  triple  en  (a,  &)  et  ^  (./■,  y)  est  de  la  forme 
(«|i)     +(*,  /)  =  p3l(a:  — «)3+  Pm(*  -  «)s  (v  —  *) 


j3„(a;  _«)(,--  fe)^  +  (3u(j  -  é)»+  p»,(a  —  a)*-+-. . .; 


donc 


=  Psi  +  |33,  y'nJ,  -+-  (333  y;,2/,  +  (3»o 


«'  /es  courbes®,  '\i  n'uni  pas  de  tangente  commune,  cette  quantité 

n'est  pus  nulle  :  en  effet,   l'équation  aux  coefficients  angulaires  des 
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tangentes  en  Ça,  b)  à  la  courbe 
est  celle-ci 


2l3 


si  l'on  avait 


c'est  que  le  coefficient  angulaire/;,,,,   de  Tune  des  tangentes  à  ?  en 
(a,  b)  serait  identique  à  l'un  des  coefficients  angulaires  des  tangentes 

à  4»  en  (a,  b). 
Soit  2."  : 


Pu=Pi.=  °. 


(12) 

(i3) 

■I  n'a  pto  qu'un  point  double  en  i  a,  6).  La  condition  (i3)  donne  lieu 

à  la  relation 

(,4)  p»  +-  ?«/«,*+  iw«%=°- 

Or,  l'équation  aux  coefficients  angulaires  des  tangentes  en  (a,  b) 
à  '\>, 

((L)  o  =  J,(Ç,  ti)  =  pti(Ç  -  «)*  +  M5  -«)(»"  -  //} 

+  PmC'A  —  &)2-i-  ?»•(€  -«)'  +  ■  •• 

est 

(i5) 


Pj,+  P»<»-+-Pï3fl'«%=0' 


et  la  relation  (i'4)  suppose  (i5)  que  Vune  des  deux  branches  de  |  est 
tangente  à  Vune  des  deux  branches  de  <?.  Dans  le  cas  présent, 

la  règle  de  l'Hôpital,  appliquée  trois  fois,  montre  «pie 

p..(.E  — qi'+iWg-«Hy  — fc)  +  P»(-v-&)! 

{x  —  a)* 


\ 
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I    (  .  /  d  )    J  ,j  i  /,  2 

On  verrait,  comme  au  n°  12,  que 

"  'l*(.r,  y)  ' 
(a;  —  ct)3    „,,, 

n'est  pas  nul  si,  le  contact  entre  ç,  -ji  es/  da  premier  ordre,  mais  est 
nul  si  ce  contact  est  du  deuxième  ordre. 

Soit  3"  : 

La  courbe  i  a  un  point  simple  en  (a,  b)  et  un  contact  du  deuxième 
ou  du  troisième  ordre  avec  o;  on  verrait,  comme  précédemment, 
que 

"  'b(x.  y)  "1 

«  «rae  limite  finie  non  nulle  si  le  contact  est  du  second  ordre  et  une 
limite  nulle  si  le  contact  est  du  troisième  ordre. 

Les  conclusions  sont  identiques  à  celles  que  nous  avions  trouvées 
(n°  9)  dans  le  cas  oùzi  a  un  point  simple  en  (a,  b). 


15.  Éludions  maintenant  le  cas  où  les  deux  branches  de  m  sont 
tangentes  l'une  à  l'autre  en  (a,  b).  /ci, 

(<p)  o(x,  y)  =  o  =  [a1(x  —  a)  +  (3,(j  —  b)]2 

-+-  a3,{x  —  a  y -Y-  at,,(.r  —  a)'- (y  -  b)  H- .  .  .. 

Soit,  pour  un  point  voisin  de  (a,  b), 

(«|0  ipi  *,  v)  =  ptl(*  -a)  +  |3,,(y  -  *)  +  P„(*  -  a)s4-. . .- 

V  —  b 


+  £, 


où  efl  4  est  nul.  On  a 


±i£lJÛ=|JII  +  p11i=*+^(.-a)+..., 
x  —  a  •''  —  a 

=  (51I+p11f-^+e)  4-(5„(*  — o)  + 


(.6) 


L  ^ — a 
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i°  Si  la  courbe  'j»,  qui  a  un  point  simple  en  (a,  b),  et  dont  la  tan- 
gente en  (a,  b)  a  pour  coefficient  angulaire  —  '^-' ,  est  tangente  à  o, 
on  a 

Pu    _  «I 

S,,        a,' 
d'où  (iG) 


«  '|  n'es/  pas  tangente  à  y. 


~ty(x,  y) 


est  fini  non  nul. 

2°  6/  /a  courbe  <\>  a  un  point  double  en  (a,  b), 

((]/)     4,(3:,  y)  =  $M{x  —  a)*  +  fa(a:  —  a)  (y—  b) 

+  (3!3(-y—  é)t+p„(Jf_ , 


p2l  +  (3îs^-6 


P-(ï3ï)+M*— )+■ 


"?+£)+P!î(_?  +  S 


on  voil  (jue 


—  a)2Ja,6  «ï  \*l/ 

[(.r  —  o)*Ja,i 


n'est  pas  nul  si<\>  n'a  qu'un  contact  du  premier  ordre  avec  <p;  mais 
elle  est  nulle  si  '\>  a  un  contact  du  deuxième  ordre  ou  d'ordre  supé- 
rieur avec  ï. 

Les  conclusions  sont  donc  encore  identiques  a  celles  que  nous 
avions  trouvées  (n°  i))  dans  le  cas  où  9  a  un  point  simple  en  (a,  />). 

Ui.  Les  conclusions  subsistent  si  ty  a  un  point  multiple  avec 
plusieurs  tangentes  cou  fondues  en  (a,  b),  que  les  deux  branches  de  0 
aient  ou  non  même  tangente. 


17.   Nous  pouvons  maintenant  conclure  pour  z. 
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Si  Ce, y)  atteignant  (a,  b)  par  une  certaine  branche  de  a>,  on  a 

']>(*■. y) 


(* 


-.y)  1 


:Cn,  Cn^éO   et    =z£oo, 


<?/  si,  sur  la  rnê/ne  branche,  on  a 

•/(■*•»  y) 


L  (./■  —  «)"• 


=  <'ii- 


c2,5z£  o  et  7I00, 


ce  qui  implique  un  contact  d'ordre  n{  —  i  entre  cette  branche  de  o 
et  \,  et  un  contact  d'ordre  p,  —  i  entre  cette  même  branche  de  <p 
et  y ,  la  valeur  correspondante  z,  de  z  est  nulle,  finie  non  nulle,  ou 
infinie,  selon  que 

Si  (.r,  y)  atteignant  (a,  b)  par  l'autre  branche  de  sp,  0/2  a 


(.r  —  a)"= 
(x  —  a)''» 


a, A 


=  c12.  c,,^o  et  jz:  oo, 


—  c-2-2,  c22jz^o  et  5^  oo, 


/«  râleur  correspondante  z.,de  z  est  nulle,  finie  non  nulle,  ou  infinie, 

■selon  que 

n.2>  />,.  «8  =  /?ï,  «,</;.. 

Applications. 

18.   Voici  quelques  cas  intéressants  : 

i"  Les  courbes  if/,  v  o///  chacune  un  point  simple  en  (a,  b)  et  ne 
sont  tangentes  ni  b  une  ni  l'autre  à  o  ;  de  plus,  ']>,  y  ne  sont  pas  tan- 
gentes entre  elles  en  (a,  b). 

Ici,  d'abord  sur  l'une,  puis  sur  l'autre  branche  de  m, 

■l(.i\  y) 


x  —  a 
x  —  a 


—  c)2, 


/(.r. 

y) 

X  — 

-  a 

/.(■'•. 

y) 

C22i 


avec 


Ch,     c»„     Cu,     e22  =z=o     et     jz=oo  : 

S,   et  3a  SO/J/  f/oflC  /////.•>  //«//  nuls. 
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Montrons  que  z,  et  z.2  n'ont  pas  la  même  valeur.  En  effet,  en  se 
reportant  aux  expressions  de  <p,  |,  /  écrites  au  n°  11,  on  voit  que, 
a,   et  a2  étant   les    deux   coefficients    angulaires  des    tangentes  à  y 

en  (a,  b), 

_  £m  _  (3n+  |5ia«i 
*'~~  c21         y,,-+-  yiS«i' 

.   _£l£  _  Pu  +  Pis*? 

Si  ces  deux  valeurs  de  z  étaient  identiques,  nous  aurions,  puisque  a, 
diffère  de  a2  par  hypothèse, 

Pu 

7  12 


(3,,+  j3I2a, 

_  Pi,-H(3isa2  _  (3,s(«, 

—  a2)  . 

y 1 1  -+-  yi2«i 

yn-t-yi2«s      yi2(.«i 

-«,) 

_   ((3l!+Plï*l)— Pll*l 

_P«. 

(yn+  yn«i  )  —  yis«i 

y.i 

e/  cela  nécessiterait  que  les  courbes  tp,  v  soient  tangentes  l' une  à 
Vautre  en  (a,  b),  contrairement  à  ce  qui  a  été  supposé. 

Puisque  z,  et  z.,  diffèrent  l'un  de  l'autre,  la  courbe  Y  a  un  point 
double  apparent  sur  la  parallèle  à  0  z  menée  par  (a,  b). 

■2°  Les  courbes  '\>  et  y  ont  chacune  un  point  simple  en  (a,  b)  ;  elles 
ne  sont  tangentes  ni  l'une  ni  l'autre  à  <p,  mais  elles  sont  tangentes 
entre  elles. 

[.'analyse  précédente  montre  que  z,  =  :■■<  :  ici,  la  courbe  gauche  V 
a  un  point  double  vrai  sur  la  parallèle  àOz  mimée  par   a,  b). 

3°  Les  courbes  ty,  y  ont  chacune  un  point  simple  en  (a,  /');  Vune 
de  ces  deux  courbesa  un  contact  simple  avec  une  des  deux  branches 
dey. 

Si  c'est  la  courbe  '\i  qui  est  tangente  à  une  branche  de  s  en  (a,  I,  |, 
quand  (x,y)  arrive  en  (a,  b)  pur  la  branche  de  y  où  a  Heu  le  con- 
tact, z  est  nid  ;  quand  (x,  s)  arrive  en  (a,  b)  par  l'autre  branche, 
z  est  fini  mai  nul  (n°  VI). 

Si  c'est  la  courbe  y  qui  est  tangente  à  une  branche  de  z.  l'une  des 
râleurs  de  -  est  inpZnie,  l'autre  est  //nie. 

V  l'Ius  généralement,  si  -\  a.  un  contact  d'ordre  n  —  i  avec  une 
branche  de  s,  si  y  a  un  contact  d'ordre  p  —  i  avec  la  même  branche 
de  <p,  quand  \.v,  y)  arrive  en  (a,  b)  par  la  branche  de  z  où  a  lieu  /■ 


2l8 
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contact,  la  valeur  correspondante  de  z  est  nulle,  finie  non  nulle,  ou 
infinie  selon  que 

n>  p,  n=p,  n  <p. 

Etudions  complètement  le  cas  où  l'on  a 

n=p. 
Ici, 

~  3c(r» y)' 
+(«,  j)  =  ?n  (•*  —  «)  +  P«  (/—*)  +  •  •• 

+  P„,B4.,  (,r  -  b  )"  +  (3„+lil  (x  -  a)»+'  +  . .  . . 

'/(•''•  y)  =  yn(«  — «)-t-  yis(r  —  &)  +  ••• 

+  yni(-r  —  «)"+■  yn2(^  — a)tt_,(v  — 6)+... 

+  y„,n+i(j—  6)"+  •/«+,,! (-ï  —  a)"+1  +  ...  ; 
faisons 

y—  b=«i(x  —  a); 

il  vient,  si  -\i  et  jr  ont  Tune  et  l'autre  un  contact  d'ordre  n  —  i  avec  la 
branche  de  <p  qui  a  a,  pour  coefficient  angulaire, 

a  _  ^(J'-J)  _  (Pm  ■+-  (3„îa1+...+  i3„,„4.,«'l')(-c  —  «)"+  |5n-n,i(x  —  q)"+'+... 
X(-'\r)  ~  (y«i+  y  ,,2  «i -*-•••  4-  yB.a+iaïJta;  —  a)"+  yB+,.,  (.r  —  a)"+>  -t-...  ' 

d'où 

r^uvr)]    _ ?,,!  +  pn2«i+...+p„,„-not','- 

"l  —  L'/(-r-  j)Ja,/,—  y«i+  7«i«i-»--  •  .-+-  y«,«+i«ï3 

d'autre  part,  si  vp,  et  jr  ont  chacune  un  contact  d'ordre  ni  —  i  avec 
la  branche  de  tp  qui  a  a2  pour  coefficient  angulaire, 


'/ml  -+-  1/ mi  X-l  ~+~  •  •  •  +  "/m,m+\  aT 


ces  valeurs  zn  z,  r/r  ;  son/  finies  non  nulles.  Elles  peinent  être 
égales  :  Y  peut  avoir  soit  un  point  double  apparent,  soit  un  nœud 
sur  la  parallèle  àOz  menée  par  (a,  b). 

i°  Si  ']/  est  tangente  à  une  branche  de  cp,  et  si  /  est  tangente  à 
I  autre  branche  de  cp,  les  valeurs  correspondantes  de  z  sont  :  zéro 
pour  la  première  branche  de  cp,  Vinjini  pour  la  seconde  branche 
de  <d. 
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6°  Quand  9  a  en  (a,  b)  un  point  double  à  tangentes  confondues 
(n°  15),  s  na  plus  qu'une  seule  valeur,  Y  a  un  nœud,  situé  soit 
en  (a,  b),  soit  à  distance  finie  sur  la  parallèle  à  Oz  menée  par  (a,  b), 
soit  encore  rejeté  à  l'infini  sur  celle  parallèle,  selon  que  i  a 
en  (a,  b),  avec  <p,  un  contact  d'ordre  supérieur,  égal  ou  inférieur  à 
celui  que  y  a  lui-même  avec  <p. 

On  observera  que  les  tangentes  à  Y  au  nœud  sont  dans  un  plan 
parallèle  à  Oz,  puisqu'elles  se  projettent  sur  le  plan  O xy  suivant  une 
même  droite,  Tunique  tangente  à  cp. 

POINTS    MULTIPLES    DE    tp    OU    PASSE    AU    MOINS    L'UNE    DES    COURBES    <\i,    /. 

19.  Il  ressort  de  ce  qui  a  été  dit  des  points  simples  et  des  points 
doubles  de  <p,  et  sans  qu'il  soit  nécessaire  d'insister  sur  le  sujet,  qu'il 
est  toujours  possible  de  préciser  la  nature  des  points  qu'une  courbe 
gauche  Y  a  sur  la  parallèle  à  Oz  menée  par  un  point  singu- 
lier (a,b)  de  <p  où  passe  au  moins  l'une  des  deux  courbes  •},  / . 

On  peut  rencontrer  sur  cette  parallèle  :  des  points  multiples  appa- 
rents, des  points  multiples  apparents  et  en  même  temps  des  points 
multiples  vrais,  ou  encore  des  points  multiples  vrais  seulement  ; 
l'étude  des  singularités  des  courbes  planes  <p,  -|,  y  permettra 
toujours  de  reconnaître  ces  points  et  de  les  distinguer  les  uns 
des  autres.  Quant  à  l'allure  de  la  courbe  Y  aux  environs  d'un  point 
singulier  vrai,  c'est  l'allure  même  de  <p  au  point  correspondant  du 
plan  des  xy  qui  donnera  la  solution  du  problème. 

Il  existe  un  cas  d'exception,  de  peu  d'importance,  dont  on  a  vu  un 
exemple  au  n°  7. 

Singularités  vraies  d'une  courbe  gauche  Y . 

«20.  .l'insisté  cependant  sur  ce  qui  suit  :  quelques  éclaircissements 
sont  en  effet  nécessaires.  Indépendamment  des  points  singuliers  vrais 
de  T,  décelés  par  des  points  singuliers  de  <p  où  ne  passent  ni  <\>,  ni  /, 
nous  avons  constaté  (n°  18,  20)  que  Y  a  un  nœud  quand  <\>,  y  ont  un 
point  double  simple  en  (a,  b)  et  soûl  tangentes  l'une  à  l'autre  en  ce 
point,  (a,  b)  étant  un  point  double  à  tangentes  distinctes  de  p. 
Journ.  rf(  lUalli  rie)    Lou»   11.        l'use.  III,  1916. 
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i°  Plus  généralement,  soit  (a,  b)  un  point  doubla  de  o  et  an  a2  les 
coefficients  angulaires  des  deux  tangentes  à  p  en  (a,  b);  a^  est 
différent  de  a2  par  hypothèse .  Supposons  qu'en  {a,  b)  >\i,  y  aient 
chacune  un  point  multiple  d'ordre  n  ;  z  aura  deux  valeurs  z,,  z2 
sur  la  parallèle  à  O z  menée  par  (a,  b)  : 


y„. 

i  +  //< 

,2«i-t-  y«,s«?  +  - 

■  •+  yn,,,+i  «" 

p«, 

I  +  P». 

2«j+  (3„,3  0C|  H-  .  . 

.  +  Pn,n+,as' 

y,,  i  +  y«,2«s  +  7«,3«I  +  .  • .+  y«,n+i«'s 

Ces  deux,  valeurs  de  z  seront  égales,  en  particulier,  si  (3n>),  fîBj2,  ..., 
^n,n+t  sonl-  proportionnels  à  y„(,  y„i2,  ...,  y„iB+,,  c'est-à-dire  si  \>,y  ont 
les  mêmes  tangentes  en  (a,  b);  mais,  sauf  le  cas  où  (a,  b)  est  un  point 
simple  de  ']/  et  de  ^,  cette  condition  est  simplement  suffisante,  elle 
n'est  pas  nécessaire. 

2°  Si  v  a  un  point  triple  à  tangentes  distinctes  en  (a,  b),  si  a,, 
a2,  oc3  sont  les  coefficients  angulaires,  différents  les  uns  des  autres  de 
ces  tangentes,  si  'j/  et  y  ont  chacune  un  point  simple  en  (a,  b),  on  a 


'/il -H  Vu*. 

yn-t-"/i2«2' 

.    _   (3ll  +  (3i2«3. 

-3 — ; j 

yi.+  yis«3 
le  contact  entre  i|/,  /  entraine 

•"1  ==  -"'2  =  53  i 

réciproquement,  si 

si  =  sn 

<\>  et  ^  sont  tangentes  en  (a,  6);  il  en  résulte  que  fi, ,,  (3,a  sont  propor- 
tionnels à  y,,,  yia  et  que 

"3  — ;l  =  «!    : 

T  a  donc  un  point  triple  apparent  si  •]/  et  y  ne  sont  pas  tangentes 
l'une  à  Vautre  et  un  point  triple  vrai  si  ip,  */  sont  tangentes  l'une  à 
l 'autre. 

')"  Si    f    a    un  point  triple  à  tangentes   distinctes  en  (a,  b), 
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si   tx.,=£<x.2z£  x3  sont  les  coefficients  angulaires  des  tangentes  en  ce 
point,  si  ty,  y  ont  chacune  un  point  double  en  (a,  b),  z  a  les  valeurs 


si  l'on  a 


p.l 

+ 

P„ 

a, 

H 

P23 

<*: 

y.l 

-H 

y22 

*i 

t- 

723 

«i 

p<. 

-r- 

p.. 

a2 

+■ 

P23 

«2 

)/,. 

+ 

y22 

«2 

-+- 

y« 

«2 

p« 

+ 

P,S 

«3 

+ 

Pu 

«ï. 

/M 

1 

/  -  ! 

*S 

•1 

723 

«r 

c  est  que 

(3S,  +  ,3!2«i+  (383a? 

|3jl  -1-  p22«2  +  Pî3a5 

■/21-+-    /!S«t+    /Î3  a? 

yj,+  y2,«2-+-  (323a^ 

•/21-+-   722  «3  H"    7îJ«3 


=  >., 


ce  qu'on  peut  écrire 

(Ps3  —  ^23  )  «  ?  +  (  (322  —   '722  )  «1  +  P»I—  tysl  =  °' 

(P.,-XyM)aÏH-(pM-XyM)«I+  |3„— Xy„=o; 
l'équation  du  second  degré 

(  (3,3  —   >/2  3  )  S!"   "+-   (  ?22  —  >  722  )  =<     +  Psi  —   tyîl  =  O 

admettant  trois  racines  distinctes,  a,,  x.2,  «3,  a  ses  coefficients  identi- 
quement nuls  : 

(3*3  —  X723  =  P22  —  Xy!2  =  Psi  —  tyj,  =  o  ; 
donc 

P_2i=    P22    __    6î3  . 

■/si  722  723' 

//  en  résulte  que  les  courbes  i|;,  y  o«Z  /es  mêmes  tangentes  en  (a,  A  ). 

La  réciproque  est  vraie  :  .?/  les  courbes  '^,  y  o/</  chacune  un  point 
double  avec  même*  tangentes  en  (a,  b),  la  courbe  gauche  T  a  un 
point  triple  vrai  sur  la  parallèle  à  Oz  menée  par  (o,  b). 

Nous  ne  pouvons  rien  préciser,  sans  faire  intervenir  les  données 
propres  de  la  courbe,  si 

r  peut  avoir  trois  points  distincts,  ou  bien  un  point  simple  et  un  point 
double. 
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21.  Des  propositions  analogues  peuvent  être  énoncées  dans  le  cas 
où  o  a  un  point  multiple  d'ordre  n  en  (a,  b).  Indiquons  celle-ci  : 

Si  les  courbes  •},  /  ont  chacune  un  point  multiple  d'ordre  p 
en  (a,  b),  p  <^n, 

zx,  =  3x»  —  •  •  •  —  Z<Xf,+  ,1 

il  en  résulte 

f3pl  =  ^7;.l)  Ppi—typi,  •••'  Pp,P+-l  =  '7pP+1' 

et  les  courbes  o,  y  ont  mêmes  tangentes  en  (a,  &);  par  conséquent, 
les  autres  valeurs  de  z, 

za.p+„i       ■  ■  ■  y      za.n 

sont  égales  aux  précédentes  :  la  courbe  T  a  donc  un  point  multiple 
d'ordre  n  sur  la  parallèle  à  Oz  menée  par  (a,  b). 

Voici  un  résultat  intéressant,  que  nous  aurons  à  rappeler  (n°  53). 
Soit  (a,  fi)  un  point  multiple  d'ordre  p  de  cp,  avec  h  tangentes  dis- 
tinctes à  s>;  supposons  que  (a,  fi)  soit  multiple  d'ordre  q  pour  vj;,  mais 
n'appartienne  pas  à  y . 

Pour  (x,  y)  voisin  de  (a,  fi) 

_^(.r,r)_(3?,,(x-«)?  +  (3?,,(.r-0;^-'(y-P)+...  +  (37,f/+,(y— (3)^  +  V,,,(.r-^+1- 

:j"',  —  x(-r>7)  ~  y.-t-yuO*  —  «)-t-yt«(r  —  P)  -i-y2i(^  — X)s  +  ... 


^.•  +  l3^J-4+---  +  ^,^i(:^rl)?  +  |37-H.,.(^-«)  +  ' 


(as  —  ot.)i. 


yo  +  ynC-p  —  *)  +yi2(/  —  P)  -+-  y-22(^  —  a)2  +  . . . 
Ecrivons 

y  —  S 

: =  0/,-t-  £/,  (£*)a,f)=:  O, 

où  o/t  est  l'un  des  h  coefficients  angulaires  des  tangentes  à  s  en  (a,  fi); 
les  valeurs  de  z  aux  environs  de  (a,  fi)  sont 

PVi  +  &,.■.(*>.  +  £/.)  +■••+  Pv.7+1  (Q/,  +  £/,)7H-  (VliU-  -  <*)  +■■•     b  _         . 

"*  y.  +  y«(* -  « )  +  7>Ay  -  P)  +  y»,  (■'•  -  « )5  +  ■  •  • 

irs  valeurs  tendent  toutes  vers  zéro  quand  (e,  y)  tend  vers  (a,  fi); 
'•/A".y  son/  d'ailleurs  au  nombre  <!<■  />,  puisque  op  a  /;  branches 
en  (a,  p). 


SUR  UES  COURBES  GAUCHES  ALGÉBRIQUES.  223 


En(aJ) 


[       w.        I      _lV.  +  IW*-t---  +  P« 


7+1  % 


n'est  pas  nul,  à  moins  que  8*  ne  soit  racine  du  numérateur  égalé  à 
zéro,  ce  qui  ne  modifierait  que  peu  les  conclusions. 

Ceci  montre  que,  non  seulement  les  p  valeurs  de  z  correspondant 
au  point  (a,  8)  sont  nulles,  mais  encore  qu'au  point  (a,  8,  o)  les 
p  branches  de  la  courbe  gauche  T  n'ont  que  h  tangentes  distinctes;  il 
y  a  exception,  pour  ce  dernier  point,  si  plusieurs  tangentes  à  Y  sont 
dans  un  plan  (ou  des  plans)  parallèle  à  O^;  F  peut  avoir  alors  plus 
de  h  tangentes  distinctes. 

f .es  conclusions  sont  identiques  si  (oc,  3),  multiple  d'ordre  p  pour  ©, 
multiple  d'ordre  q  pour  -|,  est  multiple  d'ordre  r(r<  q)  pour  y. 

En  particulier,  si  T  n'a  pas  de  points  singuliers  vrais,  un 
point  (oc,  3),  commun  à  <p,  <\>,  où  né  passe  pas  y,  ne  peut  pas  être 
multiple  pour  çp  :  en  un  tel  point,  p  =  i. 

Enfin,  si  (a,  8),  multiple  d'ordre  p  pour»,  d'ordre  q  pour  <\,  est 
multiple  d'ordre  r(r>q)  pour/,  T  n'a  sur  la  parallèle  à  Oz  menée 
par  (x,  S)  qu'un  point  de  multiplicité/)  rejeté  à  l'infini. 


II.         REPRÉSENTATIONS    ÉQUIVALENTES 
D'UNE    COURBE   GAUCHE. 

FORMATION    D'UNE    IDENTITÉ. 

22.   Nous  allons  nous  appuyer  sur  la  proposition  bien  connue  que 
voici  : 

Soir///  deux  courbes  planes 

?(^j)  =  o,        ty(x,  y)  =  o 
et  0„  3,)  leurs  points  communs;  si  (y.h  B,.)  est  multiple  (  '  )  d'ordre  p, 


(')   Il  s'agit  ici  de  points  multiple-,  dans  le  sens  indiqué  n"  !),  noir   i  . 
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pour  o,  d'ordre  qt  pour  j/,  si  ©,  '\i  n'ont  aucun  contact  mutuel;  si 

/(.r,  v)  =  o 

est  l'équation  d'une  courbe  plane  passant  par  tous  les  points  (a,,  (3,) 
et  ayant  en  chacun  des  points  (a,-,  p,)  un  point  multiple  d'ordre 
Pî+  ai  —  ij  on  sait  que  les  polynômes  f,  o,  '|  sont  liés  par  une  rela- 
tion de  la  forme 

/(.r,  r)  =  Q(x,  y)  ^(.r.  y)  +  0'(.r,  j)  -j(.r.  y), 

où  les  courbes 

Q(*,r)  =  o,        Q'(x,y)=o 

ont  en  (a,-,  (3,)  des  points  multiples  d'ordres  respectifs  />,  —  i ,  y,  —  i  ; 
f(x,  y)  peut  être  le  monôme 

(^  — a,)p.+,'.-1(x  — aî)',»+î.-1 

'25.     Proposons -nous    de    déterminer    les    polynômes   Q(x,y), 
Q'(x,  y)  qui  figurent  dans  l'identité 

i  17)    (x  —  «, )".-•-«  -l(x-G>.i)p>+i,-i...=  Q(x,  y)  ù(x,  y)  -+-  Q'(«,y)<p(a;,7). 

Considérons  d'abord   les   deux  polynômes  <p,    ,[;,    définis  par  les 
équations 

,V,(x)  r2+  A,(.r)  r  +  A3(x)  =  ip, 

B,(x)_y2+  B2(x)y  +  B3{x)  =d/       [A,(x) B3(.r)  polynômes  en  x]. 

Eliminons  y  entre  les  deux  équations 

(  A,(.r)j2+ A.,(.r)y+  A,(#)  —  9=0, 
)   B,(.r)  v2+  B,(x)y  +  R,(.r)  —  d;  =  o; 
il  vient 

|  Vj(B3— 1|;)—  B,(A3—  <p)]!+(A2B,-A,Bs)|  \5(  B.,- |)  -  i,(A3- cp)]  =0 

ou  bien 

(20)     (A,lî3-B,A3y-'+(A,B1-A1B!)(A,B3-B,A3) 

I  a(  V,B,-  B,  A3)A,-(-  (A,B,-  AjB2)A2-  A;  <!/-+->(,.  r  ><p]<J> 
^[-a(AtB3-B1A,)B1-(A,B,-A1B1)Bl-Bï 

-+-  2  A,  IV}  —  >(.r,  y)<\>]<?. 


(.8) 


(23) 
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On  introduit  un  polynôme  arbitraire  /.(  x,y  ),  auquel  on  peut  donner, 
en  particulier,  l'une  des  deux  formes 

\{x,  y)  =  o,         l{x,y)  —  2  A,H,'i. 

Remplaçons,  dans  les  \      ]  du   second  membre,   s  et  <\>   par  leurs 
valeurs  (18);  il  vient 

(A,B3—  B,A3)-h-(A,B,—  A,B2)(A2B3  —  B,A3) 
=  [2(AIB3-B1AJ)A1  +  (A!B,-A1BS)A, 

-  A?  (B,y- +  B.2/ +  B3) -+- >(x:/)(A1/-  + A,  v  H- A.,)]^ +[...]?. 

identité  de  la  forme 

(ai)     (A1B3-B1A3)2  +  (A2B1-A1B,)(A2B3-B1A3)=H(^,j)^  +  H'(.r.  v)?, 

où  les  polynômes  U(x,y),  H'(x,y)  sont  parfaitement  déterminés 
et  calculables;  ils  contiennent  un  polynôme  arbitraire  \(x,  y).  Le 
premier  membre  de  la  relation  (21)  est  le  résultant  de  sp,  <\>. 
Ceci  peut  être  généralisé  bien  facilement.  Entre  les  équations 

j  A1(^)yra  +  A2(.r)/m-1H-...+  A„,(x)y  + A„,+1(a;)  — <p  =  o, 
(22)     |  B1(.z)/''^-B2(.z0r^-,  -t-...4-B„  (,r)y-t-B„+1  (x)  —  +  =  0, 

on  peut  éliminer/,  par  la  méthode  de  Sylvester  par  exemple,  et  écrire 

A,(x)     A2(x)     ...         A,„(x)  A„1+1(x)— cp  o  o 

o       A,(.r)     A„,(x)  A„,+1(jr)-cp  o 


o  o 


A,(.c)  A2(x)  A,„(.r)  Am+1(x)-<p 

B,(*0     A,(«)     Bn(x)  B„+1(.r-)-d;  o 

o        B,(*)     B„(jt)  B„+1(#)-4  o 


o 


B,(jr)  B,(«)  'U')  B c)-4 


Ce  déterminant,  développé,  donnera  lieu  à  une  identité 

(24)   R(9,  «I»)  =  [C,(x)  +  C2(*)4,  +  C3(.r)  +2  +  ...-+■  CA(«)  +"+/.('%  /)  <p]4- 
+  fD1(.r)  +  D,(j)cp  +  n3(x)924-... 

+  (K,(.r)+  F,2(.r)cp  ■+■  E,(a:)  <p»  +  . .  .)<\> 

+  (!•,(.<•  )  +  !•;(./■)  9  +...)+-  +  ..  .—  /.(.'•■  y)  'I]  e», 
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où  le  premier  membre,  qui  peut  être  obtenu  en  faisant  -l  =o,  o  =  o 
dans  (28),  est  le  résultant  R(ç,  '\>)  des  équations 

9  =  0.      4" =  ° 

ou  (22)  de 

A,  (.r)  >•'»  +  ...+ Am+1(x)  =  o,         B,  {x)  /"  +  ...  -4-  B„+1(.r)  =  o. 

Comme  précédemment,  X(#,  y)  est  un  polynôme  arbitraire. 

Si  Ton  remplace  dans  les  [     J  du  second  membre  de  (2/j)  o  et  1]/  par 
leurs  expressions  (22),  l'identité  (24)  prend  la  forme 

(2.5)  R(cp,  ty)=z  H(x,  y)<h-h  Il'(x,7)o: 

on  a  ai/m  »us  le  résultant  de  <p,  vp  sous  la  forme 

Il  (.r,  r)  4(jt,  y)  +  H'(*,  7)  ?(#,  y). 

o«  H(#,  y),  H'(;r,  y)  sont  des  polynômes  bien  déterminés  et  calcu- 
lables, renfermant  un  polynôme  arbitraire  X(.c,  y). 


24.  L'identité  (23)  peut  s'écrire,  en  faisant  9  =  o,  et  en  le  rappelant 
parla  notation  spéciale  qu'on  va  introduire, 

(26)  R(<p,  i|0  =  II(j%  v)J>        (?  =  o). 

Nous  aurons  souvent  à  utiliser  cette  identité.  Elle  exprime  que,  pour 
tous  les  points  (x,  y)  appartenant  à  la  courbe  9,  R('ï>,  ']>)  et 
ll(x,  y)'\i  ont  des  râleurs  identiques. 

On  comprend  facilement  le  sens  de  l'identité  (26)  si  l'on  fait  la 
remarqué  suivante.  Dans  le  cas  particulier  où  y(x,y)  est  une  courbe 
unicursale,  on  peut  remplacer  l'équation 

par  des  équations  de  la  forme 

(27)  a?  =  a(0,        y=b{t), 

a(t),  />(/)  étant  des  fonctions  rationnelles.  Ecrire  la  relation  (26) 
revient  alors  à  remplacer  dans  (2r))  x  et/  par  les  expressions  (27)  ce 
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qui  donne  une  identité,  de  forme  ordinaire, 

R(«)  =  H[a(l),  b(t)],  <\>[a(t),  b(t)}, 

équivalente,  dans  le  cas  présent,  à  (26). 

2o.  Soient  (a,,  [3,),  (a,,  fi,),  ...  les  points  communs  à  9,  i|*; 
soient  pn  p2,  ...  les  ordres  de  multiplicité  de  ces  points  pour  9, 
et  q„q2,  ...  leurs  ordresde  multiplicité  pour  ip;  on  saitquele  résultant 
de  9,  ']j  a  pour  expression 

R  (9,  |)  =  (ce  —  a,  )''.'/■(  x  —  ct,)'v/, ... , 

sous  réserve  qu'aucune  parallèle  à  Oy  ne  passe  par  deux  ponds 
(a,-,  fjf),  (a,-,  py)  communs  à  9,  <p  ('). 
La  relation  (25)  peut  donc  être  écrite 

(x-a1)'V,(i.--«,)M....  =  H(«,  y)^  +  H'(a:,  j)<p, 
ou,  en  faisant  apparaître  le  polynôme  arbitraire  \(x,y), 

(28)  (.r  —  a,  )''.'/,(. r  —  a2)'' A.  .  . 

=  [Il(a-,  r)+A(.i-,j)?]|  -t-[H'(jc,  y)  —  X(ar,y)«|»]9. 

D'autre  part,  si  les  courbes  9,  *j»  //  'tw/  /?as  c?e  contacts, 

(.r —  «! )p. +■?.-' (.c—  a,)''.4"?.-1.  .  . 

peut  être  mis  (n°  22)  sous  la  forme 

(29)  {x  —  «,)''.  '-'/-'(.r  —  a2  )".+'/»-'.  .  .=  Q(x, /)  i|/  +  <y»'(.r,.r)  <p, 

om'iV  //0//.V  faudra  pouvoir  former  effectivement  dans  un  cas  particu 
lier  important  (n°  2Î>  ). 

Nous  pouvons  déduire  (29)  de  (28)  en  choisissant  convenablement 
l'arbitraire  '/.(  '•,  y  )  de  l'identité  (28  ),  y«e  raows  savons  écrire. 

En  fait,  la  question  n'offre  pas  de  difficultés.  Elle  est  même  toute 
résolue,  pour  le  facteur  x  —  a,,  dans  le  cas  où  l'un  des  deux  nombres 

(')  (  )n  )  pourvoira  en  choisissant  convenablement  l'orientation  des  .i\es  O.r 

et  <>,. 

Journ.  de  Math,  [y  siiric),  tnnic  II.  —   Kasc.  III,   igi6  -JO 
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pt,  q,  se  réduit  à  L'unité,  puisque 

PiÇi—  (Pi  +  Çi—  i)  —  (Pi  —  0('/i—  ')• 

Considérons  par  exemple  les  polynômes  o,  <j> 

(3o)  xi{x1+yl) —  x{x-  —  y'2)  =  ep, 

(3i)  x1 — 5a-/  -+-  6y2=  41- 

A  l'origine  des  coordonnées,  la  courbe  <p  a  un  point  triple  et  y  a  un 
point  double;  pour  ce  point, 

Pi  =3,        <7,=  2. 

Les  autres  points  communs  à  cp,  <\i  sont  des  points  simples.  Le 
résultant  des  premiers  membres  de  (3o)  et  (3i)  contiendra  donc  le 
facteur  x&  qui  devra  être  ramené  à  x'1.  Eliminons  à  cet  effet  y  entre 
les  équations  proposées,  qu'on  écrira 

x  (  x  4-  i  )  )'-  -4-  .r3  (  x  —  i  )  —  cp  =  o, 

6  y  —  axy  4-  x2  —  ty  —  °- 
Il  vient 

\  <  (x  4-  i)  (x- — 6)  —  C>{:r3(x  —  i)  —  o)]2-t-  :î5./'3(.r  4-  i)  [.r3(.r  —  i)  —  <p]  =  o, 
f  j;3( —  5a;  -H  7)  —  x( x  4- 1  j  i]>  -1-  6cp]24-  2  5  x3(.r  -I-  1)  [x3(jc  —  1)  —  o]  =  o, 
2.i-6(5.c  —  3)  (5x  —  4)  —  u'(,e  -t-  1)  ( — ox  -4-  7)1];  4-  .r2(x  -4-  1  )5 dj- 

+  [l2XJ( —  5.r  4-  7)  —  25  a?3  (x  4-  i)]o  I2.f(x  4-  1  )  cpt-p  H-  36  0-=  o, 

ce  que  nous  écrirons,  "k(x,  y)  étant  arbitraire, 

(32)  2.r6(5.r  —  3)(5x  —  4) 

=  [2xi(x  +  \)( —  5^4-7)  —x-(x  -+- 1)2^  4-Hr>y)?]4J 

-1-  [a:3(85.r  —  09)  -t-  i2.r(.r  4-  i)(|i  —  36©  —  l(x,  r)]<f. 

Prenons 

(33)  ).  (x,  y)  =  6a-(jr  4-  1); 
nous  aurons 

(34)  |i2./-(.(  in-  /.(./■.  .1)1^  — .;  i 

=  6 1  x  (  j;  4-  1  )  <l  —  6  9  | 

=  <>|./|;     1    uiiii-         iry-\-x')  —  6x(x-\-l)y- — 6.r3(.r  —  1  )] 
•   r6[i(i  +  l)(-i.cj'  +  r)-    1.  ! ■'(  1   —  i)| 
=  —  6 a?'2 (5 je1 4-  î>xy  —  7.;-  4-  ')/); 
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portons  dans  (32);  il  vient,  en  remplaçant,  dans  le  premier  [  ]  du 
second  membre  de  (32),  ty,  z>  par  leurs  valeurs  (3o)  et  (3i)  et  X(a?,  y) 
par  sa  valeur  (33),  et  en  supprimant  le  facteur  xl  qui  apparaît  : 

2.r*(5j7  —  3)(5.r—  ',) 

=  [ix*(œ  +  \)(  —  5  a: +  7)  —  (.r +  i)2(6j2  —  5^  +  i!) 

+  6(.r+i)(.r3+  x/2  —  x--hy')]<\,(x,  y) 
-+-  [x(85x—  5g)  —  6(5 x-+  5xy  —  ~jX  -\-  5j)]cp(.r,  y), 

ce  qui  est  la  forme  (2g),  avec 
en  évidence. 

26.  Voici  quelques  remarques  propres  à  simplifier  le  calcul  de 
l'identité  (29),  la  formule  (28)  étant  prise  comme  point  de  départ. 
Nous  y  trouverons  l'occasion  de  préciser,  en  certains  points,  les  poly- 
nômes H  (a;,  y),  H'(#,  y). 

27.  Démontrons  d'abord  cette  proposition  : 

//  suffit  (h-  prendre  pour  ~A(x,y)  un  polynôme  tel  que 

ll(x,  y)  +  ~/,(x,  y)u(x,  y) 
admette  le  facteur 

(x  —  a,  )(/',-')(v,-D  (x  —  a,)''.-""/'-»..  .. 

En  effet,  dans  cette  hypothèse,  la  formule  (28)  devient 

(  35)  (x  —  a, )'v/,( x  —  a, )/>//,. . . 

=  (x  —  a,)"v-1>(?.-1>(.z  —  a1)Ci-I»»»-,'Q(a;1  y)<l(x,  y) 
+  [Il  (x,  y)  —).(,,;  y)<b(x,   y)\  o(x,   y). 

où  l'on  a  écrit 

(36)  l\(x,y)  +  l(x,y)<i,(x:  y) 

=  (x  —  oc,  )(/'.-»(?,    »(x  —  y..,y,   D(»,-i).  .  .  Q(jr,  j). 

l'identité  (35)  montre  ensuite  que 

[H'(*,  v)  ->.(./-.  ,.)'y(''.  J)lv(.'-.v) 
«•si  divisible  [>;if  (./:        a,)""     '    '     '   (.,-  —  «.,)''<    ''"'■-". 
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Il  s'agit  d'établir  que  c'est  le  coefficient  de  f(x,  y)  qui  admet  ce 
facteur.  Or,  en  particulier, 

[H'(fh7)-M^hj),K«i.j')]?(c[nr) 

est  nul,  quel  que  soitj  (35);  mais  <p(a,,  y)  ne  s'annule  que  pour 
certaines  valeurs  (3,,  [il2,  p\s,  ...  de  y,  qui  sont  les  ordonnées  des 
points  où  la  droite  x —  a,  =o  coupe  ç;  donc  <p(a,,  y)  n'est  pas  nul 
quel  que  soitjy  et  c'est 

H'(«i,y)-  ï("u  y)  <Hau  y) 

qui  possède  cette  propriété;  par  conséquent,  c'est  bien 

W{x,y)-l(x,y)<!?(x,y) 
qui  est  de  la  forme 

(37)  H'  (x,  y)l(x,  y)  ^(x,y)  =  {x  -  a^P'-^'-'^x  —  tx,yP'-,''i'-i'...Ql  (x,  y); 

si  l'on  porte  dans  (28)  les  valeurs  (36)  et  (37)  de  H  +  X<p,  II'  —  ~k'\>, 
on  trouve,  après  réductions, 

(x  —  a1)P>+?"-1(a:  —  ai)r*+i'+l . . .  —  Q(x,y)ty  ■+-  Q'(x,  y)  9  : 

la  forme  (29)  est  ainsi  déduite  de  (28)  par  le  seul  fait  que  ~k(x,y)  a 
été  choisi  comme  on  l'a  annoncé. 

28.  Montrons  comment,  dans  ce  cas  général,  on  choisira  \{x,  y) 
de  manière  à  rendre  H  (a;,  y)  -+-  ~h(x,  y)cp(a?,  y)  divisible  par 

(x  —  ct,),/''-1i('/.-')(^_  «, )'P.-U(7»-l' 

Ne  nous  occupons,  tout  d'abord,  que  du  facteur  (x  —  a,)''''"""7'"1'. 
Ecrivons  (  28) 

(x  —  a,)P<?»(a;  —  «,)?>?>.  .  . 

=  [M/v/,-v,(x'  y)  +  W  -*,-?.  (*•  /)?/..(•*''  j)l  «M*»  .r)  +  (ii'— H)?- 

l'ar  hypothèses  :  i°  9/,,(x')  .)')  admet  un  point  multiple  d'ordre/;, 
et  tyqXxi  y)  un  P°'nt  multiple  d'ordre  q,  en  (a,,  (3,),  ce  que  rap- 
pelleront leurs  indices;  2°  A(./;,  y)  devra  être  choisi  de  manière 
que  (28)  soit  réducli l>l<-  à  la  l'orme,  intermédiaire  entre  (28)  et  (29)  : 

(38)  (x  —  «,)p>  "<<  '(.r  ~-a,)P'h. .  ,  =  K(x,  y)ty  -h  K'(.r,  y)  9, 
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où  K^.O,  y),  K',,,  ,<>■,/)  ont  respectivement  un  point  multiple 
d'ordre  p,  —  i,  q, —  i  en  (a,,  (3,). 

Multiplions  (38)  par  (x  '—  a,)'""' "''-,1;  il  vient 

(*_«,)*?.(*  —  x,y-i'--  -=  (J?  —  a,)'/-.-!'"/.-"  K,,,-»  +„  H-  (J^  —  «i  )''''-""''-"  Kl,,-,?; 
comparons  avec  (38);  il  en  résulte 

H„,v,-,„(^  r)  +  W-*-».(*'  y)  ??.=  (*  -  «1)l','-"""-"Iv,-l' 


? 


-, Î2i^ — -   étant  finis,  puisque  <p,  K„_,  ont  respectivement 

(x  — «,)''•    (j?  —  a,)'''-1  r       i       tj      f 

un  point  multiple  d'ordre  p, ,  p,  —  i  en  (a,,  (3,),  il  en  résulte 
que        "<*■■?)      ,    ^J         le  sont  aussi  et  que  H,,,,,,.,,^,^), 

X (x,  y)  ont  respectivement  des  points  multiples  d'ordres 

p*q,  —  qi,piqt—p,-qt  en  (a,,  ^),  comme  le  rappelleront  leurs 
indices,  et  de  même  en  (a2,  (32),  ...  Les  polynômes  HMi_7i(ar,  y), 
X  (#,  y)  sont  par  conséquent  de  la  forme 

/V/i — Pi~(/t\      >  J  /  l  l 

HPl„_?1(x,j)  =  (x-«I)p"?'-'?'Ao(^)  +  (^—  «^""-"-'(v-MM*) 
+  (*  -  «,)p-'"-'"-2(  r  —  p,  )2  M*)  +• . . 
+  (*-«,)  (y-  (31)/'"/'-'/--,A/,„/i_7l_1( a  ) 

+  (r_pi)p,'/,-7,/V/„,/i_,/i(.r)+(y-p,)P-/'-'/'+'A,if/f_v,+1(.r)+..., 

ÀM,.p,_„(^  J)  =  (x-  a,  y.'/.-/--*. B0(x)  +  (.r  -  «,)"■'/.-/'.   *-»B,(*)  +  .  ■  . 
-H  (x  —  a,)  (y  -  (3, )/>.'/.-/>.-/ -'B,,^,,,-,,,-^) 
+  (7_(31)P"?'-P'-^Bw,_Pl_îl(x) 

+  (y  —  (31)p.^-",-'/,+ib;,w,_,„_,/,+1(x)  +. . ., 
ffl   (ir  j)  étant  lui-même  de  la  forme 

<?,„(■*,  /)  =  (*—  «.)''•  Co(.c)  +  (a;  -  «,)P'-'(y  -  (3,)  C,  (.r)  -+-... 

+  (j_fi,  )/>.+'  G,„.H(x)  +...; 

A„(.r),  A, (./;),   ...;  B,(aO,  B,(a;),  ...;  C,(ar),  C,(ar),  •••  sonl  des 
polynômes  en  x,  qui  ne  sont  soumis  à  aucune  condition  relativement 

an  point  (a,,  (3,  ). 
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Ces  termes 

(«  — a,)?.7.-7«A0(*),  (o;-al)'v"-'/'-,(.r  — (3.)A1(.r) 

{x  —  a,)/'.'/.-7.-/'.+'(r  —  (3,)/,'-1A/,i_i  de  H 

admettent  le  facteur  (a;  —  a,)"'-11"-1';  il  en  est  de  même,  dans  le 
produit  Xtp,  des  ternies  en  (x  —  <x,)'"i?>_?i,  ( a;  —  a < y.?.-?-1 ,  ..., 
(a?  —  al)/V'<■-?l_/^-,  ;  il  reste  donc  à  écrire  que  les  termes  en 
(.r  _  a ( y,i,-i,-p,  de  H  —  X<p  sont  divisibles  par  (x  —  a, y.?.-? -'.-H ,  ..., 
ce  qui  permettra  de  déterminer  comme  il  convient 

B,(a),     B,(ar),     .... 

Nous  obtiendrons  ainsi  la  forme  intermédiaire  (38);  puis  nous 
l'écrirons 

{x  —  oc1)/,'+'/'-1(.r-a2)/'--7>  =  ...=      [K(x,  j)4-f/(^c,  j)cp(x,  j)]^(.r,  .)  ) 

+  [K'(ar,  y)  —  [x{x,  y)^(x,  y)]  <p(a?,  y) 

et  nous  déterminerons  ;j.(a?,  ^),  comme  nous  avons  déterminé  X(a;,  y), 

de  manière  à  rendi'e 

K.(x,y)  +  }x(a:,  y)  cp(x,  y) 

divisible  par  (x  —  a„)(/,=_l)(?— ",  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  que  nous 
arrivions  à  une  identité 

(x  —  a,)','+'/.-i(.r  —  a,)P--+'h-'  =  . .  .=  Q(x,  y)ty  -t-  Q'(x,  y)a>, 

où  tous  les  facteurs  du  premier  membre  soient  réduits  à  la  forme 
(x  —  a/)P^~{ . 

29.   La  question  que  nous  aurons  à  résoudre  n'est  qu'un  cas  parti- 
culier de. celle  qui  vient  d'être  traitée,  comme  il  a  été  dit  plus  haut. 
Les  identités  équivalentes 

(.r  —  «,)/'■'/.  (.x  —  «,)/'='/»  —  . .  .=     [H (x, y)  -)-ï(x,  y)<?]<\> 

+  [ll'(.r,.r)-X(.r,   >•)]<», 

(x  —  a2  )/'•+'/.-' (,r  —  «j)''^'''-1  —  .  .  .  =  Q  (  x,  y  )  J>  -t-  Q'  (x,  y)  ? 
donnent  lieu  à  celles  ci,  dont  nous  aurons  à  nous  servir, 
(3g)  (*-«,)**(*  —  aî)P«>=...=  H(x,y)<\l        (?  =  o), 
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qui  supposent  essentiellement  que  le  point  (  ./■,  y)  est  astreint  à  rester 
sur  la  courbe 

?(-r-y)  =  °- 

Or,  la  réduction  de  (3g)  à  (4o)  peut  se  faire  directement. 

i°  Il  est  des  cas  où  elle  est  immédiate.  Par  exemple,  reprenons  la 
relation  (32);  écrivons-la 

2x6(5x  —  3)  (5a;  —  4)  =  [2.i-1(^+ î)  (—  ôx-i--)  —  x-ix-i-i)2^]^  (cp  =  o); 

on  voit  que  le  facteur  x'1  apparaît  de  suite;  en  remplaçant  ■]/  par  sa 
valeur  (3i),  on  a 

2x'(5x  — 3)(r>.c— 4)-_=[2xî(^  +  i)(— 5.r  +  -)  — (x+i)-(x--  — 5j;j-h6j-)]Jj 

ce  qui  est  la  relation  (4o). 

2°  D'ordinaire,  quelques  calculs,  assez  simples  d'ailleurs,  sont 
nécessaires.  En  voici  un  exemple,  nous  en  rencontrerons  d'autres  plus 
loin. 

La  relation  (3s),  où  l'on  suppose  iji  =  o,  donne  lieu  à  celle-ci  : 

ix<-(ï>x  —  3)  {Sx  —  4)  =  [>3  (85*  -  5g)  -  36cp]9         (<\>  =  o), 

où  il  s'agit  d'abaisser  x"  à  x*. 

Tout  d'abord,  remplaçant  <p  par  sa  valeur  (3o)  dans  le  [  ],  on  a 

2-r'(5x-  3){5x  —  4)=     [x3{ 85^  —  59)  -  36x{x  -+-  i)y-  —  36*  (  ./•  —  i)]ç 
=  •  '  —  a3)  —  36(.r +■  i)j3]cp 

(4l)     (|  =  x[a  ■':   'r..-'-—  23)  —  36(.r-i     !  ).)'-;-  ll.r.  y)ty(x,    r)|?    '.      (J>  =  0). 

r=  .r|.r2(  j<|.i7  —  23)  —  36  '  i 

Il  s'agit,  visiblement,  de  trouver  nue  relation 

l{x,  y)ty(x,  y)  —  36j!, 

où  ./■  entre  en  facteur,  et  nous  savons  à  priori .  par  la  théorie  géné- 
rale du  n°  25,  que  cela  est  possible .  Dans  le  cas  présent,  il  suffît  de 
prendre 

/.(.<■.  y)      6; 
on  aura 

/   i  -  i  i  ;  i  i ,  :6j  ■■•  -  i 
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(4i)  devient  alors,  en  divisant  par  x-, 

(4a)    2x4(5.t  — 3)(5x— /,,)  =  [1c(49x  — 33) -6(.c  +  i)(5j  — jt)]o       (<J>  =  o). 

Si  nous  comparons  cette  formule  avec  celle-ci 

2 xu (bx —  3)  (bx —  4) 

=  [2^!(a;  +  i)( —  bx  +  7)  —  (x  -\-  i)2  (6y2—  bxy  +  x'1) 

-+-  6(.r  h-  i)  (.r3+  .ry- — x-  -{-  y'2)]  <\>(x,  y) 
-\-  [x($bx  —  bg)  —  6(bx2+  bxy  —  jx  -h  by)]y(x,  y), 

obtenue  au  n°  25,  nous  devons  retrouver  (42)  en  faisant  ^  =  o  dans 
la  précédente;  il  en  est  bien  ainsi,  car 

x(8ox  —  5g)  —  6(bxi-\-bxy —  -x  +  by)  =  x(^gx —  a3)  —  6(x-\-  1)  (5y  — x). 

■H ■*.  y) 
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50.  Je  puis  maintenant  donner  la  solution  complète  de  la  question 
suivante,  qui  joue  un  rôle  essentiel  dans  la  théorie  des  courbes 
gauches  Y,  représentées  par  deux  équations  de  la  forme 

(43)  ,(*,,)  =  ..       .=.*£# 

quelles  sont  les  conditions  que  doivent  remplir  les  polynômes 
'\i,  (x,  y),  y ,  (x,  y)  pour  que  la  courbe  algébrique  Y,  définie  par  le 
système  (43),  puisse  être  aussi  représentée  par  le  système 

(44)  ?(x,7)  =  o,        s  =  iii£iZ)? 

7.1  (•'>.  y) 

Le  cas  où  9,  'ji  d'une  part,  ou  bien  cp,  /  d'autre  part,  ont  des  contacts 
sera  exclu  de  ce  Mémoire  (n°22),  niais  .J;,/  pourront  a  voir  des  cou  lacts, 
et  cela  a  une  grandi'  importance  :  la  restriction  imposée  n'entraîne 
pas  que  Y  soit  dépourvue  des  points  singuliers  qui  peuvent  corres- 
pondre aux  contacts  mutuels  de  <]/,  /  (n°  20). 

La   question  que    nous  allons  étudier  a   son    origine   dans   celte 
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remarque  :  le  système  (43)  est  équivalent  à  celui-ci  : 

À(.r.  y)<l>(x.  y)  -Hf*(«,  y)(p(x,  y) 
œ(.r,  y)  =  O,  5  =  = : — ; — ; ; ; ; — ; r) 

v     J'  à(#,  y)x{x,  y) -h  v(x,  y)tp(«,  y) 

où  \(xjy),  u(.r,  _y),  v(x,y)  sont  des  polynômes  arbitraires. 

31.   Considérons  les  trois  courbes  planes 

.     r.y)  —  u,         <\>(x,y)  =  o,  y,(.r,  /)=o. 

On  peut  ranger  leurs  points  communs  dans  les  catégories  suivantes  : 
i°  Les  points  (x  =  a„  y  =  (3,-)  communs  à  cp,  ■]>,  mais  où  y  ne  passe 

pas;    nous  les  supposons   multiples   d'ordre  p',    pour  <p,  d'ordre  q[ 

pour  •}; 

2°  Les  points  (x  =  y,-,  y  =  o, ■)  communs  à  o,  y,  où  }  ne  passe  pas, 

multiples  d'ordres  p"  pour  cp,  r"  pour  y  ; 

3°   Les  points   (.r  =  e,,  y  = '(,)>    communs  à   cp,   '},   y,   multiples 

d'ordres/?,  pour  cp,  r/,  pour  'j*,  r,  pour  y. 

Les  points  communs  à  (p,  y,  où  o  ne  passe  pas,  sont  sans  intérêt  ici. 

On  suppose,  comme  précédemment,  que  les  axes  Ox,  Oy  sont 
orientés  de  telle  sorte  qu'une  même  parallèle  à  Oy  ne  passe  que  par 
un  seul  des  points  communs  à  cp,  ^  ou  un  seul  des  points  communs 
à  cp,  y  ou  à  cp,  i|/,  y.  Les  conclusions  montreront  que  c'est  au  point 
de  vue  des  calculs  pratiques,  seul,  que  Ox,  Oy  doivent  être  ainsi 
choisis.  Notons  cette  conséquence  :  la  droite  x  =  e,  recoupe  o  en 
des  points  (e,.,  'ltJ  )  qui  n'appartiennent  ni  à  |,  ni  à  y. 

02.   Soit  le  polynôme 

M(jb,  y)ty(x,  7)+A(jj,  y)y{x,  y), 

où  M(x,  y),  A(-r,  y)  sont  arbitraires,  sauf  les  conditions  suivantes  : 
M(x,  y)  a  en  chacun  des  points  (a,,  (3,)  un  point  multiple  (')  d'ordre 
p',  —  1  et  en  chacun  des  points  (e,,  '£,)  un  point  multiple  d'ordre />,  — 1; 
A(x,  y)  a  en  (a,,  (3,-)  un  point  multiple  d'ordre  q\  —  1  et  en  (e„  £,)  un 
point  multiple  d'ordre  qk  —  1.  Le  polynôme 

/(.r.  7)  =  M+  -+-  Acp  -hl(x,  y)  {ai—  a, )P'<  +</'.-> (x  —  a2)',:j  ^s_1.  •  ■ 
X  (x  -  e1y''+'/'"1  (.r  —  £S )/>.+'/»-' .... 

(')  Cf.  note  (    1,  n"  9. 
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où  \(x,y)  est  quelconque,  sauf  qu'il  ne  passe  en  aucun  des  points 
(a.,  p,-),  (£,,  Ç,),  a  donc  un  point  multiple  d'ordre  />;  +  f-ien(  a  ,  [J  i, 
un  point  multiple  d'ordre  p,  -h  g,  —  ï  en  (e„  Ç,)  et  peut  (n°22)  être 

mis  sous  la  forme 

M,  'j  -+-  A,  <p; 
il  en  résulte 

J  (  r,  j)  (a;  —  «,  )/>W.-<  (.r  —  si.^H  .  .  .  (,r  -  g,)P.+?.-"  (aj  -  s,)''^'/--"' .  .  . 
=  (M,—  M)|  +  (A,-A)œ 


ou 


(45)      /(.r.   )•)(.,• -a,  )'';+'' '-■(•'•  — z2)"^V  ■->...  (,r-£,)^-'/.->  (.,--£,  y^-7.-'... 
=  Q(*,y)v|>4-Q'(*,y)?, 

et  l'on  sait  que  Q(x,  y)  a  un  point  multiple  d'ordre  p\  —  ï  en  (  x„  |i,), 
un  point  multiple  d'ordre  p  —  ï  en  (e„  £,)  (n°  22). 

De  même 
I  \6)     Mx,y){x  —  y1)i'"+''°-1(a;—yî)P"+'i'i-1...(x  —  s1)P'+e'-i{x—Bi)P'+^-1..  . 

=  P(x,  y)x+  p'(  r-  '  )'J- 
où  P(x-,  7)  a  un  point  multiple  d'ordre  p"  —  1  en  (y,,  0,-),  un  point 
multiple  d'ordre  /;,  —  1  en  (s,-,  Ç,). 

Les  caractéristiques  des  divers  polynômes  en  jeu  sont  indiquées 
dans  le  Tableau  suivant.  Nous  y  ajoutons  celles  de  deux  polynômes 
Pn  O,,  dont  il  va  être  question  : 


(T) 


$■■■ 

M  .. 

V.  . 

ML 

/••• 

À... 
M, 
A,.. 
P  . 

Q-- 
p,.. 
0... 


(«..  P  )• 

(• 

,.s.)- 

(1.-.Î 

/' 

p"i 

Pi 

<h 

0 

'/< 

0 

'•; 

r, 

/'    -  ' 

0 

Pi—i 

'/    —  ' 

1) 

r/,  -  . 

/'■:  +  q', \—  1 

0 

p 

,  +  9,-1 

/'  +  7*—  ' 

0 

p 

<  +  ?.—  ' 

1) 

0 

0 

p  ■  — 1 

0 

Pi  —  ' 

'/.'     ' 

0 

7,-1 

0 

/' 

—  1 

/>,  —  1 

/'■:  -  ' 

0 

Pi  —  1 

0 

/' 

—  1 

Pi—l 

/  -' 

0 

Pi  -  ' 
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Il  résulte  de  (45)  et  (46)  que 

j^r.  y)  _  (J-«,V'+'/'-|(.r-al)'','+^-|...(.r  — e,)'/.(.r  — E.y/-i...P(g.  y) 

''■ ( *'  y  )      ( x  -  y,  )/<;+./;-■  (x  -  Vlyw-> . . .  ^  _  £]  y,  (x  _  Ej),-, . . .  q (-r,  J} 

*|,  et  y,  sont  donc  de  la  forme 

«M*.  7)  =  (i-a.l^îi-^-a.^ri.. .  (*  _«,)*.(*  _«,)».. . .  P(x,y), 
Xi  (*.  7 )  =  (■'•  -  y.  ^Wï-'  (a;  -  -/2)""+''i'-'  •  •  •  (x  -  e,  )"•  (a  -  £.2)"  •  •  ■  Q(«,  /)■ 

D'après  leur  formation,  les  polynômes  P,  Q  sont,  dans  une  certaine 
mesure,  arbitraires.  Démontrons  la  proposition  fondamentale  que 
voici  : 

^  0«  />e«*  prendre  pour  '!/,(>,  v),  y^{x,y)  deux  polynômes  de  la 
forme 

+i  (*,  JO  =  (*  -  «,  y»W>-' ...  (j-  _  c,  )</,.. .  P]  { iE>  y  jt 
Zi(*.  7)  =  (■*•  — ■/,)''"'-'''-'. .  .  (*  —  £,)".. . .  n,(., 

*>«m  condition  que  P,  (ar,  y),  Q,  («,  y)  soient  définis  comme  il  suit  : 
Vun  des  deux  polynômes  P,(x,y),  Q,(x,y)  est  arbitraire  parmi 
les  polynômes  P,  (x,  y)  qui  ont  des  points  multiples  d'ordres  p"  -  i 
''"  (Y«  °<)>  A-  j  en  (£o  'O  <?*  fes  polynômes  Q,(x,  y)  qui  ont  des 
points  multiples  d'ordres  p',  -  i  en  (  a  ,  (E,  ),p,-i  en  (t„  £,),  confor- 
mément aux  caractéristiques  du  Tableau  T. 

Soient  P,  Q  deux  polynômes  vérifiant  l'identité 

(  ',;  )    (œ  -  e,  )/"+'•■-'  («  -  et)ftr+*w.  . .  (x  _  y,  )/>!+*•',->  -. . .-  i>y  +  p.?j 

que  nous  savons  formel'. 
Soit 

?i>'i.  'h.<>i, 

^8)  <7i= '•,-+- -Si,  </.=  /:,—  s,  ; 

multiplions  les  deux  membres  de  (  ',;  )  par  v^Q,  ;  on  a 

(^9)  I  ''     -ïl)>'"><(.v-E,)r  h     i...(af_y|  ,     i    ,    i...^Q, 

(P+Qi)Z  +  (l"+Q.)?. 

Le  polynôme  ^  a  un  point  multiple  d'ordre  r/,  en  (e,,  T,  |,  un  point 
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multiple  d'ordre  q2  en  (e2,  'C2),  •••  et  ne  passe  pas  en  (y,,  S,)  ..., 
comme  le  rappelle  le  Tableau  T:  Q,  a  un  point  multiple  d'ordre/?,  —  1 
en  (e,,  '(,),  un  point  multiple  d'ordre  p.2  en  (e2,  '(2)  et  ne  passe  pas 
en  (y,,  S,)  (')  .... 

D'autre  part,  en  raison  des  caractéristiques,  qu'on  vient  de  rappeler, 
de  '\/,  Q,,  l'expression 

d'où  le  facteur  x  —  i{  est  exclu,  a  un  point  multiple  d'ordre />,  +r°  —  1 
en  (y,,  S,),  . . .,  un  point  multiple  d'ordre  p,  ■+■  q,  —  1  >•/;,  -4-  r,  —  i, 
(48)  en  (e,,  '(,),  un  point  multiple  d'ordre  /?,  -t-  y2  -1-  s.,  —  1,  ou  (4$) 
p2  +  /\—  1  en(£2,  £2),  •••  et  peut,  en  conséquence,  être  mise  sous  la 
forme 

{x  -  y,  )''>+<"-' . .  .  (x  -  £,)HQi=  ll7,  +  H'?î 

cela  permet  d'écrire  (49) 

(.r  _  £,)/',+''1-i(.r  _  £2)p.+«.-i . . .  (Hx  -H  H'o)  =(PipQt)x  ■+■  (  P'+Qi  I  h 
où,  en  raison  de  (48),  (x  —  £2)''"-+rî_1  a  été  départagé  en  deux  facteurs 

(.<■  —  z,y-+'ii-^x  —  s.2y<. 
Il  en  résulte  l'identité  suivante  : 

[(r  —  £,  )/'^'-.-'(^  —  c2)''^'/'-'  . .  .  H  —  P^Q,]  / 

+  [(#  —  s, )/'.+'•■-' (x  —  £,)''î+7!"'  . .  .  H'  —  P'i{;Q,]<p  =  o. 

Le  polynôme  <p  n'ayant  pas  de  facteurs  communs  avec  /,  on  peut  le 
supposer;  divise 

(x  —  EtY'+'-'-^x  —  e,)P--+i'-' . .  .  11  —  Pi^Q, 
qui  se  trouve  être  de  la  forme  K'cp,  d'où 

PdVQj=  (x  —  ê^P.+'-'-^.r  —  Et)P>+Vr-1.  .  .H  — K'(B. 


(')   Si  Q,  a   un  produit   multiple  eu  (y„  0,),   les  conclusions  que  nous  allons 
trouver  ne  sont  pas  modifiées.  Cette  particularité  sera  rappelée  au  11°  35. 
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Portons  cette  valeur  de  P'|Q,  dans  (4g);  il  vient 

(5o)  (x  —  et)P'+r<--1(&  —  Eî)Pl+ri~'---(«  —  y'i)^+rï-1.  •  ■  '-PQi 

=  (x  +  £,)/'.+'-.-■  (x  — s,)'"^'-1. . .  h-/  -h  (P'<J>Qî—  K'z)?; 

on  a,  par  hypothèse,  q2  <C_  r2  ;  donc 

(x  —  S,  )^'+'-'-'(x  —  ES)P,+'?1~1  •  •  • 

divise  le  premier  membre  de  (5o)  <?£  divise,  par  conséquent, 

(P'.|0,— K'-/)<p. 

Or,  cp  qui  ne  s'annule  pour  x  =  i,  qu'aux  points  (s,,  '(,)  et  (e, ,  -ly  ) 
où  la  droite  x  =  £,  coupe  <p,  qui  ne  s'annule  de  même  pour  a;  =  £2 
qu'aux  points  (£,,  Ç2),  (e2>  £27)  ou  'a  droite  x  =  e2  coupe  9,  etc.  n'est 

pas  divisible  par 

(x  —  £,)(x  —  s,).  ..; 

c'est  donc  que 

P'^Qs— K'x 

p.s<  divisible  par  (x  —  e,  yvt"r<-1  (x  —  Ej)'»*»»-1  . ..  ?/  se  trouve  être  de 
la  forme 

P'^Qj— K'z  =  (r  —  £,)'''+''^'(^  -  e.y'+î»-1. . .  K(x,  y), 

et  cela  permet  d'écrire  (5o) 

(a;  _£8)'-.-7».  . .  (x  —  y,)Pl+'-î-«.  ..i|*Q,=  H(.r,  /)/.  +  K(ar,  /)<p; 

«7  re'esi  d'ailleurs  pas  possible  de  pousser  la  réduction  plus  loin. 
Il  en  résulte,  dans  L'hypothèse  de  <p  =  o, 

<\>(x,  y)  _ H(x.  y) _ 

X(*>  JO  ~~  (x  -  "/'  )'''+'i_1  ...(*  —  e,  )''-'". . .  Q,  (x,  y  ) 

(.  r  -£,)''■  (.r  -£,)''=.••  H  (■''.  r)  _Q) 


(x-y1)'''i,+'-i-'...(.r-£1)''(^  —  £-2)"'...Q1(-r.  j) 
et 

(5f)        Zl(.r,  y)  =  (x-yiy"  +'•!-'. ..(.r  -£,)'>  (x-£2)'..  ..M,(.r.    .    1 

où  Q ,(•£',  y)  e.s/  simplement  assujetti  à  avoir  les  caractéristiques  du 
Tableau  T. 
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On  pourrait  faire  des  calculs  analogues  sur  l'identité 

(.r  —  ec1)*'i-H7i'-»(aj  —  cx^r'-.+'i'--'  .  .  .{x  —  £,)/'.+».-'  (.r  —  £2)^+'A-' .  .  . 

dont  on  aurait  multiplié  les  deux  membres  par  yP(,  P,  ayant  les 
caractéristiques  énoncées  au  début,  et  cela  montrerait  que  •ll(.r,y) 
est  lui-même  de  la  forme 

(52)        <J,,(.r,  y)  =  {x  —  a,-yi+7'i-i.  .  .(.r  —  £,)''.(.r —  £/)'/..  .P,(^.   r). 

Remarques.  —  I.  La  marche  des  calculs  montre  que  les  conditions 
énoncées  pour  },,  y ,  sont  nécessaires  et  suffisantes. 

II.  Les  polynômes  •]/,,  y,  étant  liés  par  la  relation 

l  =  ï       (<p=0)' 

«rc  ^e«/  des  deux  polynômes  if/,,  y,  est  arbitraire,  dans  les  conditions 
fixées. 

III.  Si  y ,  >  r, ,  q.±  <  r3 ,  on  prendra 

(  53)  /,(./•,  y)  —  (x  —  yi  yf+'l-i . . .(«  -  es)r-*».  •  •  Qi(*,  j), 

(54)  ^{x,y)  =  (x  —  «./'^''-'...(ar-  £,)r.-V.  .  P,  (  r.»-). 

IV.  Il  n'est  pas  inutile  d'écrire 

ou  (5 1,  52) 

<K*  -  y,)"ï+' ?-' . .  .  (.r  -  £,  )'•, ...  .Q,  =  (a,  —  «,  )pi+7i-i ...  (j;  -  8l )»,...  P,  z, 
puis 


'/. 


+  ...(*-«1)r....Q,=  (*  — a, yi+»l-«...(af  — «,)»,... - 

(.r-  y,)/',    '  (.<■  —  •/,)'. 

(*-«,)'•  (*        /l}  -  (X- £,)"•-'  _(,)  ■■>-£,)"•-'    (x-£,r.' 
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et  de  constater  que,  conformément  aux  caractéristiques  du  Tableau  T, 
tous  les  termes  de  la  première  identité  sont  finis  en  (a,,  fi,),  tous 
ceux  de  la  seconde  en  (y,,  o,),  et  ceux  de  la  troisième  en  (e,,  '(,). 

V.  On  pourrait  démontrer  la  deuxième  partie  en  supposant,  dès 
le  début,  cp  =  o  (n°  42);  maison  masquerait  ainsi  certains  points  inté- 
ressants. 

33.  Cas  particuliers.  —  I.  Si  la  courbe  gauche  V  n'a  pas  de 
points  à  Vin,  fini  dans  la  direction  Oz,  les  points  (y,-o,-)  n'existent  pas; 
de  plus, 

q<  =  ri  ; 

donc  ('  53  ),  y ,  (  x,  y)  se  réduit  à 

la  courbe  y,  est  alors  quelconque  parmi  celles  qui  ont  en  (a,,  (3,-) 
un  point  multiple  d'ordre  p\  .  —  i  ;  en  e,-,  '.',,  un  point  multiple  d'ordre 
Pi-* 

II.  S/  la  courbe  gauche  T  a  des  points  à  l'infini  dans  la 
direction  Oz,  mais  n'a  pas  de  points  singuliers  vrais,  les 
points   (a,-,  (5,-)  sont  simples  pour  ?   (n°  21);   donc  (">3) 

7.1=  (  '•  -  7i)',î+r"-'.  ■  •  (*  -  ï,y:-'i>-  ■  •  H,  (,r,j), 

où  (Tableau  T),  Q,  est  simplement  assujetti  à  avoir  en  (t.,  ".  )  un 
point  multiple  d'ordre   p, —  i. 

III.  Théorème  d*Halphen.  —  Si  Von  suppose  que  la  courbe  V  n'a 
m  points  a  l'infini  dans  la  direction  Oz  ni  points  singuliers  vrais 
et,  en  outre,  que  <p  n'a  pas  d'autres  singularités  que  des  points 
doubles,  on  voit,  en  réunissant  les  résultats  qu'on  vient  d'obtenir 
(II,  III)  où  l'on  l'ail,  de  plus,  p  =  i,  que  y,  est  alors  une  courbe 
quelconque,  simplement  assujettie  à  avoir  comme  points  simples 
les  points  doubles  île  -j  où  passent    'b,   y. 

En   effet,    dans  l'expression   de  y,    écrite    (II),  les   points  1 7,0,  > 
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n'existent  pas,  non  plus  que  les  points  (e2,  'Ç2)  où  /'.,  ></.,;  puis 
Q,(x-,j)  est  simplement  assujetti  à  avoir  comme  points  simples 
les  points  (e^)  où  r,^>gn  puisque  ces  points  sont  doubles  pour  cp  ; 
enfin  il  n'y  a  pas  lieu  de  tenir  compte  pour  Q,  des  points  (a,  [$)  qui 
sont  simples  pour  tp. 

C'est  ce  dernier  résultat  qu'Halphen  a  pris  comme  point  de  départ 
de  son  étude  des  courbes  gauches  algébriques  ('). 

Formes  spéciales  que  peut  prendre  yA(J?,  y). 

54.   Les  calculs  que  nous  avons  faits  permettent  de  prendre 

Qi(*,  y)  =  (^-«i)P'-'... (a  —  g,)".-».... 
Dans  ces  conditions 

<H-r.  r)  __  {jc-  a,)/W.-».  .  .(.r  -  s,)'/..  .  .P,(.r,  v) 

■/M- y)        (a;  —  yl)PW-\..(x  —  tlr*...{a;  —  <x.iy'*-\..{x  —  z1y-i... 

ou.  après  disparition  des  facteurs  communs, 

la   fraction  rationnelle  v;'r'-r,  est  ainsi  ramenée  au   produit  d'une 

/.Us/) 
fraction  rationnelle  en  x  par  un  polynôme  en  (x,  y). 

Voici  une  conséquence   intéressante  de  cette  forme  particulière 
de|. 

D'après  le  Tableau  (T), 

Pi(*,jO 


est  fini  en  (y,,  o,);  pour  que 

[       1', (■'■■)-)      ] 
L(^-7.)''lw"i-1Jv„5, 

soit  fini,  il  faut  que  r\  soit  nul. 


(')  IlALPnEN,  loc.  cit.,  Il"  3. 
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Cela  implique  que  les  points  (y,-,  o,)  communs  à  <p,  |,  mais  où  /,  ne 
passe  pas,  n'existent  pas. 

D'autre  part,  pour  un  point  s,-,  commun  à  9,  js  y,  on  a 

r(ar-e,)?.-P,(j?.  v)1  [(*-£/)'■      P,(-r,,y)    "1       j 

|_      (x_£/)W      Je.ç.       [(*  — «,)r'  (*  —  «i)"~1Jti.Ci 

où  r_Zii£iZLl  est  fini:  l'expression  écrite  sera  donc  finie  si,  con- 
dition  nécessaire  et  suffisante, 

Examinons  les  points  (£,-,  'Cy)  où  la  droite  x  =  £;  recoupe  9,  et  qui 
comptent  parmi  les  systèmes  de  valeurs  que  peuvent  prendre  (x,y). 

Un  tel  point  (zh  '(,,)  ne  peut  être  que  simple  pour  9  (n11  51);  pour 
que  [   Pi(a?,r)1        gojt  g-    n  faut  que  pt(x,y)  admette  (ih  '(,-,■) 

pour  point  multiple  d'ordre  p,  -  1,  si  9  et  P,  n'ont  pas  de  contact  en 
ce  point  (n°  9). 

Finalement,   les  fractions  rationnelles     Y^'y]  de  x  cl  Y->  oà  x 

et  y  sont  liées  par  V équation  y(x,y)  =  0  (9  et  •},  9  et  y  n'ayant 
pas  de  contacts)  qui  restent  finies  pour  toutes  les  valeurs  fîmes 
de  x  et  de  y,  peuvent  être  mises  sous  la  forme 


P,(-r,y) 


(*-«1)M*-«»)'---(*-'*),'(a._ll)i,l-....(iC 


£rf 


i/',i-' 


(su  slf  ...,  sd  =  o), 


£, ,  £2,  ...,£</  étant  les  abscisses  des  points  de  m u/tiphcité  p , ,  p., ,  . .  • ,  pd 
de  9  et  !'(./•,  y)  étant  un,  polynôme  qui  admet  les  points  (£,-,  £,■), 
(£,,  'Cu),  ...  comme  points  multiples  d'ordre  pi—  i  (')  :  on  suppose 
qu'il  D'y  a  pas  de  contact  en  (sf-,  lu)  entre  9,  P,;  s'il  y  a  contact,  cette 
proposition  est  aisée  à  généraliser  (n"  9). 


(')  Ce  théorème  est  donné,  quand  <p(#,  y)  n'a  que  des  points  doubles,  dans 
E.  Picard  et  G.  Simaht,  Théorie  des  fonctions  algébriques  de  deux  variables 
indépendantes,  t.  II,  p.  1 1. 

Journ.  de  Math.  (7-  série),  tome   II.  -    Fasc     l\  ,  191I  ■'- 
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5o.   Si  çp (x,  y)  a  un  point  multiple  (ô,  /))  d'ordre  s,  on  a 
?(«.  y)  =  £*,i(^  —  0)s+e*,î(«  —  6)'_1(/  —  -ri)  +  . . ., 

OX 

dy 

ce  qui  montre  que  les  courbes  -p  =  o,  —  =  o  ont  chacune  un  point 

multiple  d'ordre  s  —  i  en  (0,  y]). 

De  plus,  en  rendant  <f(x,  y)  homogène  au  moyen  d'une  variable  z, 
on  a 

do  do  do  ,  . 

où  m  est  le  degré  de  la  courbe  9(3?, y)  =  o;  donc 
<?cp  do         do 

dy  rf?  ^9 

d;  9(^1  y)  t*-'-  à  y 


y\ 


(a;_0)«-i  (,r_0)^-i       '(.(■  —  0)'-  '       "'(x—  0)s-' 

Cû  (  .3"      V  ^ 

La  courbes  ayant  un  point  multiple  d'ordre  5  en  (0,  vj),  m  ,    _'e 
tend  vers  zéro  quand  (a;,  jy)  tend  vers  (6,  *]),  cependant  que 

do  do 

àx  à  y 


(x  —  dy-1      (x  —  ey-1 

tendent  vers  des  limites  finies,  puique  (6,  yj)  est  un  point  multiple 

n      v  do    do 

a  ordre  s  —  1  pour  ■ri»-rL- 
r         dr    ay 

Il  en  résulte  que 


MM 


est  fini;  donc  -^-_  a  un  point  multiple  d'ordre  s  —  1  en  (0,  y]). 


rfc 


Les  polaires  ^.  -p»  -r-*-  de  y(x,y,  z),  ont  donc  /ouïes  trois  pour 
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2^,5 


cai 
conq 


actérisliques  (Tableau  T)  p\-  1,  p\-  1,  p.--  *    <■'<   ''""e  ?"eZ" 
1?Me  d'enfre    c/fe«,   indifféremment,    peut    cire  prise  pour    P, 

o«  Q,  (')■ 

56.  Il  ne  sera  pas  inutile  de  donner  un  exemple  des  réductions  qui 


viennent  d'être  indiquées  et  de  la  manière  pratique  de  conduire  à 
bien  les  calculs  compliqués  qu'elles  comportent. 

Considérons  la  courbe  gauche  T  définie  par  les  équations 


(55.) 

Ici 

(56) 

(57) 
(58) 


(2;-i)(aJ  +  ,r'-2J) 
(x  -  y)  |  ■r(.c--hfi)  +  a?2-  J2J 


y(*,jr)  =  *,  +  J*  — 7i 

i(*,y)  =  (V  —  i)(a;»4-r>~2a;), 

x(*,  j)  =  (x-y)\  x{  x>  h  y1)  +  x*-y*]. 


(')    6/.  la  seconde  Note  du  n°  32. 
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La  courbe  cp  est  une  circonférence  tangente  à  Oc;  son  centre  a 

pour  coordonnées  o  et  - 
1  2 

La  courbe  'j»  est  formée  de  la  droite  '\>,  =  zy  —  i  =  o  et  d'une 
courbe  ip2  symétrique  par  rapport  à  l'origine,  où  elle  a  un  point 
simple;  elle  y  est  tangente  à  Oy. 

La  courbe  y  est  formée  de  la  droite  y  ,  =  y  — ./•  =  (>  et  d'une 
strophaïde  /.,  ayant  un  point  double  à  l'origine  :  y  a  donc  un  point 
triple  à  l'origine. 

57.  On  verra  plus  loin  (n°  44)  que  la  courbe  T  est  formée  par 
une  courbe  gauche  du  sixième  ordre,  complétée  par  deux  droites 
parallèles  à  O;.  Elle  n'a  pas  de  points  singuliers,  ni  vrais,  ni  ap- 
parents, puisque  cp  n'a  que  des  points  simples;  mais  elle  a  des  points  à 
l'infini  dans  la  direction  O-,  se  projetant  en  (y,,  2,),  (y»,  o2),  n°  41, 
2°,  eten  (s,,  s,),  n°  il,  3°.  Nous  sommes  ainsi  dans  le  cas  II  du  n°55. 

58.  Résultant  de  <p,  <\>.  —  Éliminons/ entre 

(59)  x*  +  y-  —  y  =  o         (/s=y  — .r»), 

(60)  (2  y  —  i)(x3-+-  y3—  2x)  =  o, 

en  procédant  comme  il  suit,  en  vue  des  calculs  à  venir;   transfor- 
mons (6o)  en  tenant  compte  de  (59  )  : 

(2/  —  0  [^'  +  7 (y  —  «'')—  2.r]  =0         (cp  =  o,  <\i  =  0), 

(2/  —  1)  [x3 —  x* —  ix  +y(i  —  x2)]  —  o         (<p  =0,  4'  =  o), 

2y(x3—  x-—  2x)  -h  i(y  —  x'2)  (i-.c!)-x!+x!+u-r(i-a;!)  =  o 

(9=0,  +  =  0), 

(61)  y(2x'*—  Zx'-  —  4-r  -+-  1)  -t-  2x'*—  x''—  x^-h  2X  =  0  (cp  =  o,ij/  =  o); 

on  peut  tirer  y  de  cette  équation  et  porter  dans  (  h));  il  vient,  après 
réduction  et  décomposition  en  facteurs, 

x(x  +  [)'l{l\x-—  l)(2X3—  JX2-\-  Sx  —  2)  =  0  (tpr=  o,  i]>  =  0). 

On  sait  que  le  premier  membre  de  cette  équation  n'est  autre  que  le 
résultant  H(cp,  ■]/)  de  cp,  <\i;  donc 

(62)  R(<p,  <\>)  =  x(x   t-  \Yi\xï~\){2X3—  jx'+8x-2). 
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59.    Résultant  de  <p,  y.  -  En  procédant  comme  pour  o,  <\>,  on  a 

(x—y)[xy+x*  —  {y  —  x2)]  =  o         (cp  =  o,  x  =  o), 
(x—y)[ix*+(x  —  i)y]  =  2.i-3+x(.r  —  i)  v  -2J"'2/  —  (.r  —  i)/s=o 

(9  =  0,  X  =  o), 
2^3-x(x  +  !)/-(.r-i)(7  —  J-2)  =  °         (9  =  °<  7.  =  °)- 

(63)  j!(3j-i)-y(.r!  +  2J-0  =  0,         (<P  =  o,  /  =  o)  ; 

la  valeur  de  y,  que  donne  cette  équation,  portée  dans  (5g)  conduit  à 

(64)  R(<f,1)=x3(2a:  —  i)(5xI—i)         (cp=o, -/  =  o). 

40.   Formation  de  la  relation 

(65)  R(cp,  x)  -  H(*,  y)x  -  11'(-r>  J)?  =  ° 

ou,  plus  simplement  de  celle-ci,  qu'il  suffit  de  connaître, 

(66)  R(9,  y.)  —  H(.r,  y)x-o        (9  =  0). 
Nous  pourrions  obtenir  (65)  en  éliminant  y  entre 

comme  il  a  été  dit  au  n°  24.  Nous  obtiendrons  donc  (6G)  en  éli- 
minant y  entre 

(67)  ^2-h/2  —  y  —  o, 
et 

(68)  (x— y)[x(x*-lryi)+xi— y*]  =  x- 

Le  calcul  a  été  fait  en  partie  au  n"  .19,  sauf  qu'au  lieu  de  (63),  il 

faut  écrire 

x'-{Zx  —  1)—  r(x2-t-  ix  —  i)  =  x        (9  =  0). 

Tirons  y,  portons  dans  (67),  il  vient 

^!(x2+2a;-i)2+[.r2(3a;  — T)-/.J2-[.i--(3a:-i)-x](.f-+2J:  -i)  =  o 

(?  =  o). 
Le  terme  indépendant  de  y  est  11(9,  y),  déjà  calculé;  on  a  ainsi,  en 
développant, 

R(<P,  '/.)  —  l'"..r-'(3,r-i)-x2—  2X  +  X  —  %]x—°         (<P  =  °); 
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si  l'on  remplace,  dans  le  f   |,  y  par  sa  valeur  (C>8),  il  vient 

(69)  R(<p,%)_  j6a;3—  3xi  —  ix  +  i 

—  (-f—  y)[x{xï  +  y1)—  x-  —  y2]  \x  —  o  (9  =  0), 

ce  qui  est  la  relation  (66). 

Nous  verrons,  au  n°  41,  que  nous  n'avons  pas  à  former  la  rela- 
tion (/|o),  car  (3())  que  nous  venons  d'obtenir  en  (69)  lui  est  équiva- 
lente, dans  le  cas  présent.  Mais  il  importe  de  réduire  (69),  en  se 
servant  de  (67)  pour  faire  disparaître  y3  et  y- .  On  remarquera  à  cet 
effet  que,  dans  le  calcul  de  R(<p,  /  ),  on  a  écrit  (63) 

(x—  r)[x(x2+  )-)  —  x'!  —  y::]  =  x2(3x  —  i)  —  y(x--+-2x  —  1)         (<p  =  o); 

donc  (69)  la  relation  (66)  est  ici 

(70)  R(<p,  y)  =  [6.r3  —  Zx"2  —  21  +  1  —  as(3 x—  i)-f-j(x2-t-  2x  —  \)]y     (cp  =  o), 

=  [3a;3 — ix-  —  2  x  -+- 1  -t-  y (x-  -+-  ix  —  i)]y  (9  =  0). 

41.  Points  communs  à  o,  ty  (y  exclu),  ç,  y  (^  exclu),  (o,  ^,  y). 
—  Les  expressions  (62)  et  (64)  de  R(cp,  •}),  R(o,  y)  font  voir  que  : 

i°  Les  courbes  <p,  'J<  (y  exclu)  ont  en  commun  les  points  d'abscisses 

1 

«,  = »         «2=  —  1 

2 

et  a3,  a,,  a5  racines  de  l'équation 

?.x3  —  jx*  +  8x  —  2  =  0; 
pour  ces  points 

P'l=Pi—P3  —  P'k  —  Ps=h 

ç'1  =  q'ï  =  g'i  =  g[—p's—t; 

on  aurait  leurs  ordonnées  en  calculant  le  résultant,  par  rapport  à  ce, 
de  (59,  60). 

20  Les  courbes  <p,  y  (rj/  exclu)  ont  en  commun  les  points  d'abscisses 

yi  =  T>       y.= — g-; 

ici, 

p\  =/>;=i,      /•;  =  /•:  =  . 


SUR    LES    COURBES    GAUCHES    ALGEBRIQUES.  2^9 

3°  Les  courbes  <p,  i[»,  /  ont  en  commun  les  points  d'abscisses 


i 


pour  lesquels 

Ici,  les  relations  (3g,  4o),  où  '\>  est  remplacé  par  /,  sont  équivalentes 
(n°  25)  puisque,  dans  R(?,  '/,)  (64), 

(*  -^j  =  (x-  y.yM  =  (*  -  y,  )/'"+'-"-1, 
*-+-  ^  )  =  (*-  y,)''  A={x  -  y,)''^'""1- 


Nous  n'avons  donc  qu'à  nous  en  tenir  à  la  relation  (70)  que  nous 
écrirons 

(71)  x*(2X—  i)(5.c2—  1)  =  [3.r;i— 2.r2— 2j;  +  H-j(.r24-2j-  — 1)]-/        (9  =  0). 

42.  Formation  des  polynômes  ■!/,,  /,.  —  Les  quantités  pt—  1, 
/^ —  1  sont  nulles  (n°  41).  Nous  pouvons  donc,  d'après  le  Tableau  (T), 
prendre  une  constante  pour  Q,  et  (5i)  prendre  pour  y,  : 

Xl  =  {x  —  yj) (as  —  ys)  (a;  —  ix )!C         (9  =  o), 
ou  bien 

(72)  •/|-.r2(.jj;2— i)C 

e/  /zoiw  devons  arriver  à  celte  forme  de  /,  en  parlant  de  (71)  ofon*  o« 
aura  multiplié  les  deux  membres  par   JvG  (n°  52). 

On  peut  simplifier  les  calculs  en  supposant,  non  seulement  à  la 
fin,  mais  dès  le  début,  que 

cp(ar,  j)  =  o. 
On  aura 

a  "i  •  '       1  )  (  5  -    -i)ipC  =  [3a;3  —  ix'- —  2X  ■+■  1  -H.v(.r2  +  2x-  1  )  |  <\>  <  !  / 
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Remplaçons,  dans  le  second  membre, 

{Hx>y)      (?  =  <>) 

par  sa  valeur,  déjà  calculée,  (61), 

<\i  =  j(ix3 — 3jt2-h4-p  +  i)  4-2 x'' —  .r3 — x--\-ix         (cp=o) 
et  y2,  autant  qu'il  -se  pourra  par  (09) 

y*  =  y  —  x*         (9  =  0); 

on  aura  successivement 

x3(lx  —  1)  (5.r- —  1)4''-' 

=  [3.r3 —  ix- —  ix  4- 1  -+-  y(x--\-  ix  —  1)] 

X  [2xi  —  x3 —  x-+  2x4-  j(2.r:i—  3x2  —  t^x  4-  i)]Cy         (tp  =  o), 

1/                      \  /E      5  n'y1    C 

X3  (  2  X  I)  (  5  X2 I  )  —  -v 

X  <- 

=  (3  a;3 —  2«! —  2i  +  i)(ul —  X3 X24"  s/) 

4-  [(2x1-j;j  —  x2  4-  2  x  )  (  x2  4-  ix  —  1) 

4-  (3  a;3  —  2  x%  —  o.x  -+- 1  )  (  2  x 3  —  3  x-  —  4  J?  4-  1  )  ]  y 

4-  (  2 x3  —  3  x-  —  4 x  -+-  1  )  (  x"1  -+-  2  x  —  1  )  y-  (  cp  =  o ), 

=  (3x3-.  .  .)(«<-...)  4-  [(2.r4-.  .  .)  (,r  +  .  ..)  +  ••  •].» 

4-  (2X3  —  3x2  —  4-1'  4-  i)(x-+  ix  —  1)  (y  —  x'-)  (9  =  0), 

et  l'on  obtient,  après  réductions, 

ûi  C 
^(21  —  1  )  (  5  x2  —  0^7=; 

=  (3x3 —  2a;2  —  3,r  +  i)(2i'  —  X3  —  X!+5X) 
—  'x2(2  x3 —  3x2 —  !\x  4-  1)  (x2  4-  ix  —  1  ) 
4-  [ ( a x*  —  a;3  —  .r2  4-  2 x  )  ( .r2  +  îx  —  1  ) 

4-  (3x3 —  2Xi '.!.f+l)(2X:l 3x2  —  !\X  +  1) 

4-  (  2  x3  —  3  x2 —  4''  4-  1  )(■''■  4-  2.c  —  1)] y  (cp  =  o). 

Le  second  membre  est  rationnellement  irréductible;  le  terme  indé- 
pendant de  y  et  le  coefficient  de  y  doivent  donc  admettre  chacun  le 
facteur 

x(  J..r         1) 
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qui  doil  s'éliminer  de  lui-même  (72);  et  en  effet,  toutes  réductions 
faites,  on  arrive  à 

ii  C 

X3  (  2  X  —  I  )  (  .">  X2  —  I  )  —   — 

X  c 

=  j;(x  +  i)(2x-i)[2.rl-5r'  +  7J'!+2j;  —  2  -+-  (f\x3 — 6a;2—  ix  +  2)j] 

(?=o), 
d'où  Ton  conclut,  comme  on  le  prévoyait, 

l  ii(.r,  r)  _  (.r-  -h  1)  [a.;-'1  —  5.r  '  -\--j  x- -\-  ix  —  1  +  {^  x:i  —  6,r2  —  2  x  -+-  2)  j]C 
(-3)   JX  (*,.>')  ~  x2(5.r2-j)C 

f  (?  =  o), 

^,(.r,  r)  =  (x  -4-  i)  J2.i-4—  5a-3  +  ;.r2  -t-  2x  —  2+  (^x-1—  6x-  —  2X  -+-  2)  v]C 

(ep  =  o), 
/.,(■'•-  y)  =  x*{5x'--i)C        (9  =  0). 

iô.    On  peut  ici,  grâce  à  ce  que  la  courbe  o  est  unicursale,  vérifier 
directement  la  relation  (73).  On  a  en  effet 


t--\-i  J        tl-\-\ 

d'où 

1°    x*(ox*  —  i)  = (FTVy- (9  =  °)> 

20  ii(x,y)  = (^+i)' (<P  =  °)i 

•>  ,  t3U  —  i){l--i  —  1)  .  . 

30        xc.y)= ^Tj^  (r'=o)- 


2  .*■'•  —  5.c' +  •]x1-\-  IX  —  2  +  (.'|./ ••' —  <>.<•- —  2 x  -h  2)j 

_  (<:i— 3<2+2<  —  2)(<2+<  —  l)(<+l) 

(£2-M)4 


(<p  =  o); 


si  l'on  porte  ces  valeurs  dans  (7'^),  on  obtient,  sans  qu'il  soit  néces- 
saire d'entreprendre  de  nouveaux  calculs,  une  identité. 

i  \ .  Nous  pouvons  constater  aisément  que  I'  esl  une  courbe  gauche 
du  sixième  ordre,  complétée  par  deux  droites  parallèles  à  <>.-,  parti- 

Journ.  de  Math.  (7*  série),  tome  II.        Fasc.  IV,   1916. 
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cularité  fréquente  dans  les  courbes  représentées  par  un  système  de 
deux  équations  de  la  forme 

?(>*•,  y)  =  o,       zy(x,  v)  —  ^(x,y)=o. 

En  effet, 
<]>(x,y)      t(t—  \)(t-hi)(t3—  Zt-  +  ït  —  i)(t-  +  t  +  i)  (t-+\Y 

—  s^.   — 


z  est  indéterminé  pour 

t  =  o,  (x  —  y  =  o), 

t=±i,       (x=y  —  ±cc- 
les  deux  droites,  parallèles  à  O;, 

x  =  y  —  X,  oc  — y  —  -, 

font  partie  de  T.  Ce  sont  les  seules,  car  si  les  courbes  (<p,  y)  ont  des 
points  communs  à  l'infini,  (y,  -|)  n'en  ont  pas. 
Supprimons  les  facteurs  f,  t  —  i,  i3-+- i  : 

_   (<  +  l)(<3—  3t-+2t—  2)(<2+  1  +  l) 

f2(r-+l)(r--/-l) 

Un  plan  quelconque 

Ax  -+-  By-h  Cz  -+-  D  =  o 

sera  donc  percé  par  la  courbe  gaucbe 

/  r- 


y 


_  (  t  + 1  )  (  <■'  —  3  e-  ■+■  a  t  —  2  )  (  t-  -+- 1  -+- 1  ) 

aux  six  points  (.v,  y,  z)  définis  par  le  système  qu'on  vient  d'écrire  et 
par  les  six  racines  de  l'équation 

<*[Af  +  Bf*+D(i»+ !)](«»—  t  —  i) 

+  C(t  +  l)(l3—  3t*-\-2t  —  2)(/2+/+  l)=0. 
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Sur  les  groupes  linéaires  (mod/^)  à  invariant 
quadratique; 

Pau  Camille  JORDAN. 


M.  Dickson  a  consacré  plusieurs  Chapitres  de  son  bel  Ouvrage 
(Linear  Groups,  Teubner,  Leipzig,  io,oi)à  l'étude  approfondie  des 
groupes  de  substitutions  linéaires  modp  (p  étant  premier)  qui  laissent 
invariante  une  forme  quadratique  F(^,,  . . .,  x„)  mod  p.  Il  en  a  déter- 
miné l'ordre  et  la  structure. 

Il  restait  toutefois  une  lacune  à  combler  dans  le  cas  où  p  est  impair. 
L'auteur  avait  montré  que  le  groupe  dérivé  des  carrés  des  substitu- 
tions du  groupe  en  question  contenait  au  moins  la  moitié  des  substitu- 
tions de  celui-ci;  mais  il  aurait  pu  les  contenir  toutes. 

En  s'appuyant  sur  des  relations  d'isomorphisme  avec  d'autres 
groupes  connus,  relations  très  remarquables  dont  l'établissement 
constitue  une  des  parties  les  plus  intéressantes  de  son  Livre, 
M.  Dickson  avait  établi  la  négative  lorsque  le  nombre  n  des  variables 
ne  surpasse  pas  six.  Mais  lorsque  n^>  (i,  il  en  était  réduit  à  des  pré- 
somptions. 

C'était  une  lacune  importante.  Elle  a  été  heureusement  comblée 
par  un  travail  récent  du  II.  P.  de  Séguier  (Comptes  rendus  <!<•  V  aca- 
démie des  Sciences,  Ier  septembre  191 3).  Celte  théorie  peut  donc 
être  considérée  aujourd'hui  comme  achevée.  Elle  semble  toutefois 
susceptible  de  quelques  simplifications,  qui  fonl  l'objet  des  pages 
suivantes. 

Analyse. 

I. 

I .  Soit  p  un  nombre  premier  impair. 

Deux   formes  quadratiques  à   //   variables,  K„  et    F'n  (mod^o)   de 
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déterminants  A,  A'  seront  dites  équivalentes  s'il  existe  une  substitu- 
tion linéaire  S  (modp)  qui  transforme  F„  en  F„. 
Les  congruences 

F„=a,         F'a  =  a         (modp) 

auront  évidemment  le  même  nombre  de  racines. 

D'autre  part,  si  T  est  une  substitution  linéaire  qui  transforme  F„  en 
elle-même,  la  substitution  semblable  S~'TS  transformera  F),  en  elle- 
même.  Les  groupes  G„,  G'„  respectivement  formés  par  les  substitutions 
qui  laissent  invariantes  F„,  F),  seront  donc  semblables.  Pour  étudier 
l'ordre  et  la  structure  des  groupes  G„,  on  pourra  donc  considérer  au 
lieu  de  la  forme  F„  une  autre  forme  quelconque,  choisie  arbitrairement 
parmi  celles  qui  lui  sont  équivalentes. 

2.  Le  déterminant  ô  de  la  substitution  S  qui  transforme  F„  en  F,', 
est  lié  à  A,  A'  par  la  relation  connue 

A'=AÔ!         (modp). 

Si  o  =  i,  on  aura  donc  A  =  A'.  On  dira  dans  ce  cas  que  l'équivalence 
est  absolue. 

On  aura  d'ailleurs  dans  tous  les  cas 

«  (?)  =  (? 

—  )  désignant  le  symbole  de  Legcndre. 

Réciproquement,  l'existence  de  cette  égalité  suffit  pour  assurer 
l'équivalence  de  F„  avec  F'a. 

On  peut  en  effet,  par  des  substitutions  linéaires  de  déterminant  i 
opérées  sur  F„  :  i"y  faire  apparaître  un  terme  en  x\  s'il  n'y  existait 
pas  déjà;  2°  faire  disparaître  ceux  des  rectangles  où  ligure  xt.  On 
obtient  ainsi  une  transformée 

axœ\  -t-  F(.r2,  ....  xn), 

puis  par  des  opérations  analogues,  celle-ci 

axx\  +  a%x\  +  . . .+  anx\. 

Soient  d'ailleurs  a,  (3  deux  entiers  liés  par  la  relation 

<7|C<2-H«2(32£=  i         (mod/)). 
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La  substitution  de  déterminant  i 
transformera 

fl,.rj  +  Wo^ri;     en     #:;  -t-  <?,  a-,x\. 

Par  une  suite  d'opérations  analogues,  on  arrivera  finalement  à  la 
transformée 

(2)  ^%  +  à^ 

l 

absolument  équivalente  à  F„. 

On  pourra  transformer  de  même  F'  en 

n  —  \ 

i 

Mais  de  l'égalité  (i)  supposée  satisfaite  on  déduit  l'existence  d'un 
entier  o  tel  que  l'on  ait 

A'sAôs         (mod/?), 

de  sorte  que  la  substitution 


u  il       <-*"*-  n 


transformera  (2)  en  (2)'. 

La  réduite  (2)  à  laquelle  nous  avons  ramené  la  forme  F„  pourrait 
être  remplacée  dans  l'étude  suivante  par  une  autre  forme  équivalente 
quelconque.  Nous  trouverons  même  parfois  avantage  à  cbanger  de 
réduite  dans  le  cours  du  calcul. 

5.  Soit,  par  exemple,  à  déterminer  le  nombre  des  solutions  de  la 
congruence 

F„=  a         (inoil  /i). 

nombre  que  nous  désignerons  par  3t(«,A,  a). 
La  relation  évidente 


a=p- 


>?    9t>(n,  A,  a)      /." 


>M 


.TORDAN. 


déterminera  x(n,  A,  o)  lorsqu'on  connaîtra  les  valeurs  de  ces  expres- 
sions lorsque  a^o  (modp). 

Pour  obtenir  ces  dernières,  le  plus  commode  est  d'adopter  pour 
forme  réduite  la  suivante  : 

Fm  =  «i  yi  +  •  •  •  +  xm  y,„  ■+-  <p, 

«p    étant  égal  à   (-  i)"fA«:   si   n  =  im-\-i  et  à  ;!  +  (-i)'"i«!   si 
n  =  2  tw  -+- 1 . 

Les  solutions  de  la  congruence  Fm=a  seront  de  deux  sortes  : 

i°  Celles  où  x, ,  . . . ,  xm  ne  sont  pas  nuls  à  la  fois  ;  ils  pourront  être 
choisis  de  pm — i  manières  différentes.  Pour  chacune  d'elles  on  aura 
une  relation  linéaire  déterminant  une  des  variables  y  en  fonction 
des  n  —  m  —  i  variables  restantes  qui  resteront  arbitraires.  On 
obtient  ainsi  (/>'"—  i)/?™""'"1  solutions. 

2°  Si  les  x  sont  tous  nuls,  les  m  variables  y  resteront  arbitraires, 

mais  on  devra  avoir 

<p  =  a. 

Si  donc  a)  est  le  nombre  des  solutions  de  cette  congruence,  on 
aura  /?"'a>  solutions  de  deuxième  espèce  qui,  ajoutées  aux  précédentes, 
donneront  le  nombre  total 

(/>'"  —  1  )p"-m-  '  +  /)'"  M. 

Reste  à  déterminer  w. 

i°  Si  n  =  -2 m  -+-  i,  la  congruence 

(—  l)"'A«2=:tf 

aura  deux  solutions  si  ( : =  +  i.  Elle  n'en  a  aucune  dans  le 

cas  contraire.  Cela  revient  à  dire  qu'elle  en  a  toujours 


[<=**}■ 


i°  Si  n  =  im  -+-  2,  on  aura 

©  =  z2+  (—  i)'"A;/5. 
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Soit  y  une  racine  de  la  congruence 

/=  (->)"-'  A 
et  posons 

X  =  z  -+-  ju,         Y  =  z  —  /m, 

d'où<p  =  XY. 

La  congruence  -p  =  a  deviendra  donc 

XY  =  «. 

Si  (—  i)'"ft  A  est  résidu  quadratique  de  p,  j,  X,  Y  seront  réels  et 
l'on  aura  évidemment/»  —  i  solutions. 

Dans  le  cas  contraire,  j  sera  imaginaire,  X  un  entier  complexe  ayant 
pour  conjugué  Y  =  X'\  La  congruence  deviendra 

X"+'  =  a. 

Or  X7""'  —  a  est  un  diviseur  de 

X'"-1  —  «/•-'=  X/'5-'-!. 

Mais  on  sait  que  la  congruence 

a  p2  —  i  racines.  La  congruence 

en  aura  donc  p  +  i. 

On  aura  ainsi  dans  tous  les  cas 

w  =  p  ■ 


Substituant  pour  n  et  w  leurs  valeurs  dans  l'expression   trouvée 
pour  3X,(n,  A,  a),  il  viendra  après  réduction 


s,A,a)=   /»«+' 


( —  i  )         A 
)ï,  (a  m  -f-  2   " 


P" 


i.  Clic  relions  l'ordre  0(re,  A  )  du  groupe  '  1„  dont  les  substitutions 
Laissent  F„  invariante. 
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Donnons  à  F„  son  expression  réduite 

Ax'f  -+-  2?  a  |. 


Soit 


xkakxx-+-  bkx%  +  .  . . 


(k=i,2, 


n) 


une  substitution  de  G„.  Ses  coefficients  devront  satisfaire  entre  autres 
conditions  à  celle-ci  : 

Aa?+25a|  =  A, 

laquelle  admet,  comme  on  vient  de  le  voir,  x(n,  A,  A)  solutions.  A 
chacune  d'elles  correspondent  des  substitutions  de  G„  dont  nous 
déterminerons  le  nombre. 

Nous  pouvons  déterminer  une  substitution  T  de  déterminant  i  où 
les  coefficients  de  la  première  colonne  soient  «,,  . .. ,  a„.  Elle  transfor- 
mera F„  en  une  forme  équivalente  F'n  ou  le  coefficient  de  x\  soit  A. 
Une  autre  substitution  de  déterminant  i  fera  disparaître  les  rectangles 
en  x,  et  donnera  une  nouvelle  transformée 


\ri 


-,  •'„), 


P  ayant  le  déterminant  i  et  pouvant  être  transformée  en  2"x'*  par  une 
nouvelle  substitution  V.  La  substitution  TUV  =  S  transformera 
donc  F„  en  elle-même. 

Ayant  ainsi  obtenu  pour  chacun  des  x  («,  A,  A)  systèmes  de  valeurs 
admissibles  pour  les  coefficients  a  une  première  substitution  de  G„, 
cherchons  s'il  en  existe  d'autres.  Soit  S'  une  autre  substitution  quel- 
conque où  les  coefficients  a  soient  les  mêmes  que  dans  S.  Elle  appar- 
tiendra à  G„  en  même  temps  que  S'S-1.  Or  cette  dernière  substitu- 
tion est  évidemment  de  la  forme 


./-,       .r,  +  /;,  .c>  H-  .  .  . 
■  >',,  bkxt  +  ... 


etpour  qu'elle  n'altère  pas  F„,  il  faut  et  il  suffit  :  i°  «pic  les  coeffi- 
cients A, ,...  de  la  première  ligne  soient  nuls;  2°  que  la  substitution 
qui  n'est  plus  opérée  que  sur  les  variables  a?a, <■„  n'altère  pas  la 
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forme  à  n  —  i  variables 

Nous  obtenons  ainsi  la  formule  de  récurrence 

0(«,A)  =  at(n,  A,  A)0(n-i,  i), 
d'où  Ton  déduit 

0(n,  A)  =  3t(n,  A,  A)  36 (n  -i,  i,  0  *(«  -».'.')•■■  M*>  '.  ")• 
Substituons  dans  cette  expression  les  valeurs  précédemment  trouvées 

pour  les  OTo. 

Si  n  =  2  m  -f- 1 ,  nous  aurons 

a6(9j»  +  i,A,A)=[/>»+(:j-)    ]/''"' 

Le  produit  de  ces  deux  facteurs  sera 

Celui  des  deux  suivants  s'obtiendra  en  changeant  m  en  m-  i,  et 
ainsi  de  suite.  Enfin  le  dernier  facteur at(i,  i,  i  )  est  égal  a  i. 
Faisant  le  produit  et  remarquant  que 

{lin  —  i)H-(am  —  3) -h.  ..=  »»*, 


il  viendra 

(4)  0(2/»  +i,  A)  =  2P'"--ïl'ï(p:k-  ')• 

Si  n  =  2m  +  2,  on  aura 

r               (—iV+'AI 
86(n,A,A)=|/»-+,-i J; |  /'"' 

et,  par  suite, 

(5)  0(îm  +  2,û)  =  K(n,  A,  A)0(»»  +  i,  ') 

=  a  ,,--"-  [//-  -'  -  ((~  '  ]""  A)]  "r  (/>'*  -  ■  ) 

:;    Pour  déterminer  la  structure  de  G„  et  les  substitutions  fonda- 
mentales dont  il  est  dérivé,  la  forme  réduite  qu'il  paraît  leplusavan- 

Journ.  de  Math.  (T  série),  tome  II.  -  Pmc  IV,  igi6. 
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tageux  d'adopter  est  la  suivante  : 

xy-i-I''\kzj, 

où  les  A*  peuvent  êlre  choisis  arbitrairement  sous  réserve  de  satisfaire 
à  la  condition 

m = a 

G„  sera  dérivé  des  substitutions  fondamentales  suivantes 

M/,  =  |  x,  y,  zk     a:,  y—  A*.r  —  ihkzk,  zk  ■+-  x  |, 
N/,=  |  x,  y,  zk     x  -  Kky  —  2  À,,;/,,  y,  zk  +  y  |, 
P  =  |  .f,  v     gx,  g~' y  |         (^  racine  primitive  de  p), 
Q  —  \  x,  y    7,  x  |. 

Soit  en  effet 


x     bzt-h 

y      (■;,  +  .... 

une  quelconque  des  substitutions  de  Gn.  Ses    coefficients  devront 
satisfaire  entre  autres  conditions  à  la  suivante  : 

bc-h2Aka%  =  AA. 
Multiplions-la  à  gauche  par  la  substitution 

M\  =  |  .r,  y,  zk     .r,  i'  —  À  A/,.r  —  X!  A  a-  zk,  zk-h  "kx  |. 

Nous  obliendrons  une  nouvelle  substitution  M£.S  où  les  coefficients 
de  la  première  colonne  sont  les  mêmes  que  dans  S,  sauf  ak  et  c  qui 
seront  remplacés  par 

a\  —  ak+lb,         c'=c  —  aAaô —  a2A/"A-. 

De  même  la  multiplication  à  gauche  par  i\  changerait  ak,  b  en 

ak  -\-~kc,         h  —  /.  A/,  c  —  X2  Akak. 

Par  des  opérations  de  ce  genre  et  détermination  convenable  des 
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constantes  À,  on  pourra,  si  b  et  c  ne  sont  pas  nuls  à  la  fois,  rendre  a3 
égal  à  1,  annuler  les  autres  coefficients  a  et  enfin  b  et  c. 

Si  />  et  c  étaient  nuls,  l'un  au  moins  des  coefficients  ak  étant  diffé- 
rent de  zéro,  une  multiplication  préalable  par  M/c  changerait  c 
en  —  Akak  qui  n'est  plus  nul. 

On  aura  donc  en  appelant  II  le  produit  des  facteurs  MA,  Nk  qui  ont 
été  employés 

ns  =  s'      d'où      s=n-is,1 

S'  étant  une  nouvelle  substitution  oùa,  =  i,  les  autres  coefficients  de 
la  première  colonne  étant  nuls. 

D'ailleurs  S  appartenant  par  hypothèse  à  G„,  il  en  est  de  même 
de  S',  qui  sera  dès  lors  opérée  entre  les  seules  variables  z4,  . . .,  x,  y. 

Opérant  sur  S'  comme  sur  S  et  ainsi  de  suite,  on  finira  par  mettre  S 
sous  la  forme  <■$ S,  où  <$  est  un  produit  de  substitutions  Mk,  NA  et  S, 
une  substitution  opérée  entre  les  seules  variables  x, y,  laquelle  résul- 
tera évidemment  de  la  combinaison  des  substitutions  P  et  Q. 

(i.  La  substitution  Q  étant  d'ordre  2  et  de  déterminant  —  1,  les 
substitutions  Mk,  Nk,  P  de  déterminant  1 ,  considérées  seules,  donneront 
naissance  à  un  groupe  G,',  d'ordre-  0(n,  A)  qui  sera  un  sous-groupe 
invariant  dans  G„. 

Le  R.  P.  de  Séguier  a  montré  comme  il  suit  l'existence  d'un  autre 
sous-groupe  invariant  G"n  d'indice  2. 

Appelons  pour  abréger  points  de  la  courbe  F„  les  systèmes  de 
valeurs  entières  (rnod/?)  des  variables  qui  satisfont  à  la  relation  F,  =  i. 
Chaque  substitution  S  de  (•„  l'ail  ('■prouver  à  ces  points  une  certaine 
permutation.  Suivant  que  celle-ci  appartient  ou  non  au  groupe 
alterné  nous  dirons  que  S  est  paire  ou  impaire  et  nous  lui  assigne- 
rons en  conséquence  un  caractère  +  1  ou  -  1 . 

Il  est  clair  que  le  caractère  du  produit  de  deux  substitutions  S.  S' 
sera  le  produit  de  leurs  caractères  et  quo  si  <i„  contient  des  substi- 
tutions impaires,  celles  qui  sont  panes  formeront  un  sous-groupe 
invariant  d'indice  2. 

Or  la  substitution  P  est  impaire,  car  elle  laisse  invariables  les  points 
pour  lesquels  a;  =  y  =  o  et  permute  les  autres  suivant  des  cycles 
d'ordre  p  —  1  (nombre  pair). 
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Or  à  chaque  cycle  formé  des  points 

(.'•,  y,  =3,  ...){gx,  g-\y,z3,  ...)...'(gP-*sc,g-P+1y,s3,  ...), 

on  peut  associer,  si  les  ;  ne  sont  pas  tous  nuls,  un  autre  cycle  qui  s'en 
déduit  en  changeant  leur  signe.  Ces  cycles  sont  donc  en  nombre  pair. 
Reste  celui  où  tous  les  z  sont  nuls.  Donc  le  nombre  des  cycles  est 
impair  et  la  permutation  n'appartient  pas  au  groupe  alterné. 

7.  Cherchons  de  la  même  manière  le  caractère  de  quelques  autres 
substitutions. 

Considérons  d'abord  la  substitution 

I  *,y   —  -r,    —  y  |- 

Elle  permute  les  points  de  F„,  sauf  ceux  où  #=^  =  o,  suivant  des 
cycles  binaires.  Ceux  formés  par  les  points  où  les  z  ne  sont  pas  tous 
nuls,  associés  deux  à  deux,  sont  en  nombre  pair.  Ceux  qui  restent  se 
partagent  les  /?  —  i   points  définis  par  la   condition  :r,y,  =  i.   Leur 

nombre  sera  donc  — et  le  caractère  de  la  substitution  sera 

\  P  J 
Passons  à  la  substitution 

sk=  \sk     -zk  \. 

Elle  permute  les  points  de  F„,  sauf  ceux  où  z-k=o,  suivant  des  cycles 
binaires.  Négligeant  les  couples  de  cycles  associés,  il  reste  à  considérer 
ceux  formés  par  les  points  définis  par  A*:r;;.  =  i.  Il  existe  deux  sem- 
blables points  formant  un  cycle  si  (  —  )  =  i  ;  il  n'en  existe  point  dans 


le  cas  contraire.  Le  caractère  cherché  sera  donc 


-Y 


Considérons  encore  la  substitution  un  qui  change  le  signe  de  toutes 
les  variables.  Son  caractère  sera 

(^)n[-(£)H-o-(-^)=<-<> 

Enfin  les  substitutions  M/(,  N/(  d'ordre  p  permuteront  les  points 
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qu'elles  déplacent  suivant  des  cycles  d'ordre  impair  p.  Elles  auront 
donc  pour  caractère  +  i. 

Nous  verrons  tout  à  l'heure  que  la  substitution  P2  dérive  de  la  com- 
binaison des  substitutions  M/(,  \TA.  Le  groupe  T„  dérivé  des  substitu- 
tions M/t,  NA  aura  donc  pour  ordre  j  0(n,  A)  et  contiendra  toutes  les 

substitutions  de  G„  dont  le  déterminant  et  le  caractère  sont  tous  deux 
égaux  à  -+- 1 .  Ce  sera  un  sous-groupe  invariant  dans  G„. 

On  obtiendra  le  groupe  G'n  par  l'adjonction  à  r„  delà  substitution  P; 
le  groupe  G"n  par  l'adjonction  de  celle  des  deux  substitutions  s3,  Ps3 
dont  le  caractère  est  -+-  i . 

Un  troisième  groupe  invariant  G™  d'indice  2  sera  formé  des  substi- 
tutions de  G„  dont  le  caractère  est  égal  au  déterminant. 

Enfin  le  groupe  H„  d'ordre  2  formé  par  les  puissances  de  an  sera 
encore  un  sous-groupe  invariant.  Il  sera  contenu  dans  T„  si  l'on  a  à 

la  fois  n  pair  et  (  -  j  =  -+-  1 . 

Nous  allons  montrer  que  ce  sont  là  en  général  les  seuls  sous- 
groupes  invariants  de  G„.  Il  n'y  a  d'exception  que  si  ^  =  3  et  //  =  3, 

Pour  établir  cette  proposition  il  nous  faut  recourir  aux  expressions 
remarquables  que  M.  Dickson  a  données  aux  substitutions  de  (i„ 
lorsque  n  =  3  ou  /j. 

8.   Soit  d'abord  n  =  3,  d'où 

F3=xy-h\zK 

Soient  ?.,  [i,  y,  0  quatre  entiers  liés  par  la  seule  relation 
ad  —  (3y  =  1         (  mod  />  ) 
et  considérons  les  substitutions 


ZJ 

«â  H    -jj 

ay 

-A-'PÔ 

X 

a2 

-A 

' 

—  2A-/0 

—  A  /-' 

<5* 
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que  nous  représenterons  par  le  symbole  abrégé 

a     (3 


On  vérifie  aisément  : 


y 


i°  Qu'elles  n'altèrent  pas  F3  ; 

2°  Qu'elles  donnent  lieu  à  la  formule  de  composition 


a     (3 

a' 

P' 

m'+  (3/ 

«|3' 

y   ô 

/ 

3' 

ya'-hd/ 

7?' 

Il  en  résulte  qu'elles  forment  un  groupe  K  isomorphe  au  groupe 

linéaire 

|  X,  Y     aX-H(3Y,  yX  +  ÔY  |. 

Ce  dernier  groupe  K'  est,  comme  on  sait,  dérivé  des  substitutions 

fondamentales 

|  X,Y     X,  Y  +  X  |, 

I  X,Y     X+Y.Y  | 
auxquelles  correspondent  dans  K  les  substitutions 

M3=\z3,x,y     83+ a?,  œ,  y  —  Ax  —  aAî,  |, 


X, 


■\  y     z3-*-y,x  —ky  —  ikz3,y  |. 


dont  Ksera  dérivé. 

D'ailleurs  Iv'  contenant  la  substitution 

|  X,  Y     g*,*-«Y  |, 
K  contiendra  sa  correspondante 

I  =3,  '•■'•    «s,  g^,  £--2.y  l  =  P2, 

Celle-ci  sera  donc  dérivée  de  M:,  et  de  N3,  ainsi  que  nous  l'avions 
annoncé. 

Le  groupe  K_  ne  sera  donc  autre  chose  que  T.,. 

On  sait  enfin   que  le   groupe  K'  est  d'ordre  (p-  —  i)p  et  n'a   en 

général  d'autre  sous-groupe  invariant  que  celui  formé  des  puissances 

de  la  substitution 

^|X,Y     -X,  -Y  |. 


Il  v  a  exception  si  p  =  3.  I  tans  ce  cas  le  groupe  K',  d'ordre  24,  con- 
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tiendra  un  sous-groupe  invariant  L'  d'ordre  8,  dérivé  des  deux  substi- 
tutions 

I  X,Y    Y,-X|, 
|  X,  Y    X  +  Y,X-Y| 

d'ordre  4  et  ayant  toutes  deux  pour  carré  la  substitution  <r. 

D'ailleurs  à  la  substitution  i  de  T.,  correspondent  dans  K'  les  deux 
substitutions 

|  X,Y    £X,  £Y  |        (e=±i). 

Donc  l'ordre  de  Y,  sera  l-  (p-  -  i)p,  et  il  sera  simple,  à  moins  qu'on 
n'ait  p  =  3,  auquel  cas  il  aura  les  facteurs  de  composition  3,  i,  i. 

D.   Passons  au  cas  où  n  —  4.  L'expression  de  F,  sera 

xy  +  z- —  A  m2. 

Soit/  une  racine  de  la  congruence 

y'2H=A         (modp) 

et  prenons  pour  variables  nouvelles 

xi~z-+-ju,        ,v,—  - — jll, 
F A  prendra  la  forme 

./J  +  .r,  )',. 

Supposons  d'abord  (-J  =  ,  ;  /,  x„  y,  seront  réels,  et  F,  contiendra 
les  deux  substitutions  d'ordre  p 

I  •'•  J>    ■'•  i  ■•'•.,  y, -y  |, 
|  ./■,.,•    .,-,  +  .,-.  y  —  Vt  |, 

dont  la  combinaison  donnera  les  <//J-     i  )p  substitutions  de  la  forme 

S  = 
où  ad  —  bc  ==  i . 

Elles  forment  un    groupe   K    évidemment   isomorphe  au   groupe 
linéaire 


x,  x,     ax   !    //./,.  ex  i   dx, 
/>  >'i     dy~  cyu  —  by   i   ay 
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Son  ordre  sera  donc  (p2  —  i)p,  et  il  n'aura,  si  p  >  3,  d'autre  sous- 
groupe  invariant  que  celui  dérivé  de  la  substitution  i.,  qui  multiplie 
toutes  les  variables  par  —  i. 

Si  p  =  3,  d'où  (p-  —  i)p  =  2/j,  il  aura  un  autre  sous-groupe  inva- 
riant L  d'ordre  8  et  dérivé  des  substitutions 


.;■,  ,r,      ,r,, 

X 

y^/i   ji- 

-y 

JC  y   30  j               3C  ~x~  JC  ] 

x  —  x1 

J:    JKl 

—  y— y\ 

—  y 

+  j. 

dont  le  carré  est  a,, . 

r^   contiendra   toutes  les  substitutions  de   K   ainsi  que  celles  du 
groupe  K,  transformé  de  K  par  la  substitution 

Ces  dernières  ont  pour  expression  générale 


S,: 


A  x  -+-  B  y,     —  B  v  -t-  A  r. 


v,  7,     Dj  —  G; 


Dy. 


AD  — BC  =  i. 


On  vérifie  sans  peine  : 

i°  Que  les  substitutions  S,  sont  échangeables  aux  substitutions  S  ; 
2°  Que  les  seules  substitutions  qui   soient  à  la  fois  de  ces  deux 
formes  sont  les  puissances  de  at. 

Les  produits  SS,  formeront  donc  un  groupe  d'ordre  -  [(p2  —  i)/?]2. 
C'est  précisément  l'ordre  de  T..,,  dont  nous  avons  mis  ainsi  les  substi- 
tutions sous  forme  explicite. 

Los  groupes  K,  K,  sont  invariants  dans  r4)  ainsi  que  le  groupe  des 
puissances  de  a..  En  général  il  n'y  en  aura  pas  d'autre,  et  les  facteurs 
de  composition  de  T.  seront 

(/>'-■)/>      (P*—')P      „ 


•oui 


n  =  3  les  facteurs 


tp*-i)P 


12  devront  être  remplacés  par 


leurs  diviseurs  premiers  3,  2,  2.   Mais  dans  aucun  cas  \\  n'aura  de 
sous  groupe  invariant  qui  ne  contienne  la  substitution  c4. 
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Soit  en  effet  H  un  sous-groupe  invariant  qui  contienne  une  substi- 
tution T  autre  que  at.  Elle  sera  de  la  forme  SS,,  l'un  au  moins  des 
deux  facteurs,  S  par  exemple,  différant  de  <74.  Soit  U  une  substitution 
de  K  non  échangeable  à  S;  H  contiendra  la  substitution 

U-'T-'UT^U-'S-'US 

qui  appartient  à  K  sans  se  réduire  à  l'unité.  Si  elle  diffère  de  a\,,  on  la 
combinera  avec  ses  transformées;  ce  qui  reproduira  en  général  le 
groupe  K  ou  tout  au  moins  (si  p  =  3)  son  sous-groupe  invariant  L. 
Mais  celui-ci  contient  a.,,. 


10.   Supposons  maintenant 


—  i.  Les  variables  x,,  y,  seront 


des  imaginaires  conjuguées.  D'ailleurs  les  substitutions  S,  S,  n'altèrent 
pas  F,,  et  sont  échangeables  entre  elles,  indépendamment  de  la  signi- 
fication des  quantités  a,  b,  c,  d,  A,  B,  C,  D. 

Considérons  donc  le  produit  SS,  où  nous  prendrons  pour  a,  b,  c,  d 
des  entiers  complexes  a'  ■+-  a"j,  ...  liés  par  la  seule  relation  ad—  bc=  i 
et  pour  A,  B,  C,  D  les  expressions  conjuguées.  L'opération  ainsi 
obtenue 


SS, 


x  kax —  Mb  y  -+-  Kbxx  -+-  Bayx 

y  —Ce  x  -+-  Ddy — Cdxx — Dcj, 

x,  A  ex  —  Bf/j  -+-  A  dxx  +  Bcy, 

yx  Cax —  Dby  +  Cbxx  -+-  T)ayt 


représentera  une  substitution  réelle,  car  les  expressions  qu'elle  fait 
succéder  à  x  et  k  y  ne  changent  pas  quand  on  change  y  en  — j  et 
d'autre  part  celles  qui  succèdent  aux  variables  conjuguées  x,,yt  sont 
également  conjuguées. 

Ces  substitutions  SS,  forment  un  groupe  K  évidemment  isomorphe 
au  groupe  linéaire  K'  formé  des  substitutions 


V  \, 
Y,  Y, 


bXu  cX 
BY,,  »;\ 


rfX, 

l>Y, 


où  \,  X,  sont  des  variables  complexes  et  ^  ,  \  ,  leurs  conjuguées.  Son 
ordre  est  (p*  —  !  )pa.  Il  n'a  d'autre  sous-groupe  invariant  que  celui  formé 
par  les  substitutions  où  /;  -=B  =  c=C  =  o  ci  <i    =A  =  û!=D=±i. 
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X,  X, 

X,  X,  +  »iX 

y 

Y,  Y, 

Y,  Y,+  M  Y 
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Mais  aux  deux  substitutions  de  ce  sous-groupe  correspond  dans  K  la 

seule  substitution  1 .  Donc  K  est  simple  et  d'ordre  -  (p*  —  i)p2 . 

Il  se  confond  avec  T,,;  car  ces  deux  groupes  ont  le  même  ordre  et 
d'autre  part  les  substitutions  de  K  appartiennent  à  T,,  ;  car  leur  déter- 
minant (ad  —  bc)  (AD  —  BC)  est  égal  à  -+-  1.  Il  en  est  de  même  de 
leurs  caractères;  car  K'  est  dérivé  de  substitutions  fondamentales 

X,  X,    x  +  /x„  X, 
Y,  Y,     Y+LY„  Y, 

où  /,  m  sont  des  entiers  complexes,  L,  M  leurs  conjugués.  Ces  substi- 
tutions étant  d'ordre  p  impair,  il  en  sera  de  même  de  leurs  correspon- 
dantes génératrices  de  K.  Elles  auront  donc  le  caractère  -+- 1 . 

1 1 .  Soit  enfin  n  >  4-  Nous  allons  démontrer  que  tout  sous-groupe  K 
(autre  que  H„),  invariant  dans  G„,  contient  T„. 

Soient  en  effet  :  S  une  substitution  de  K  qui  n'appartienne  pas  à  H„  ; 
T  une  substitution  quelconque  de  G„;  les  substitutions  T'ST, 
T_,S_,TS  appartiendront  à  K  et  la  seconde  appartiendra  aussi  à  Tn. 
Nous  allons  en  conclure  que  si  K  contient  une  substitution  S  qui 
n'appartienne  pas  à  H„  il  contiendra  r„. 

Supposons  F„  mise  sous  la  forme 

v  A  ,   r- 

G„  contiendra  la  substitution  TA  qui  change  le  signe  de  la  seule 
variable  xk,  et  deux  cas  seront  à  distinguer  : 

i°  Si  S  est  échangeable  à  toutes  les  substitutions  TA,  elle  sera  néces- 
sairement de  la  forme 

I    ■'• ,   ■'„       «l-fl.    •  •  •>   <'n-l'n     I 

et  pour  qu'elle  n'altère  pas  F„,  il  faut  que  chacun  des  an  soit  égal  à  ±  1. 
Mais  si  S  n'appartient  pas  à  1I„,  ils  ne  seront  pas  tous  du  même  signe. 
Supposons  donc  pour  fixer  les  idées  qu'on  ait  a,  =  a2  =  —  a,. 

Celles  des  substitutions  de  (i,(  qui  n'altèrent  (pie  les  variables  œ{, 
x2,  x3  forment  un  groupe  G3  d'ordre  i(p-  —  i)p.  Celles  d'entre  elles 
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qui  sont  échangeables  à  S,  devant  laisser  invariantes  séparément  A3x; 
et  A,.r;  -+-  A.2x2,,  seront  au  plus  au  nombre  de  2.2(p  ±  i).  Donc  G3 
contient  une  substitution  U  non  échangeable  à  S.  Et  K  contiendra  la 
substitution 

S,=  U-'S-'US 

qui  diffère  de  l'unité,  mais  est  restreinte  aux  variables  xn  x2,  xa.  Si 
donc  on  décompose  Fn  en  une  somme  de  deux  formes  partielles 


:A,X2t 


'  ■^4,2'4  '  ^  n— 4  —  ^-5  ^5  ~h  •  •  •  » 


K  contiendra  une  substitution  S,  du  groupe  G,  formé  par  les  substi- 
tutions de  G„  qui  sont  restreintes  aux  variables  de  F4.  Combinée  à  ses 
transformées  elle  reproduira,  soit  toutes  les  substitutions  de  G4,  soit 
la  substitution 

<y,=  \  xu  ...,a>i     —xu  ...,  —  xk  I. 


12.   20  On  arrivera  à  un  résultat  analogue  si  l'une  des  substitu- 
tions Tk,  par  exemple  T(,  n'est  pas  échangeable  à  S. 


Soit  en  effet 


J?i 


<x  xt  -+-  (3  xt  ■+- . . . 

ci,  ,r,  +  bt  x,  -+- .  .  . 


xn      ff„r|  +  i„a,  +  .. 

Par  un  changement  de  variables  exécuté  sur  x2,  ...,  x„  (il  devra 
être  opéré  sur  F„  en  même  temps  que  sur  S)  on  pourra  faire  dispa- 
raître les  coefficients  a„  ...,  a„.  Cela  fait,  K  contiendra  la  substitution 

S,  =  T7«S-»T,S 

qui  diffère  de  l'unité,  mais  laisse  évidemment  invariables  a?3,  ...,x„.  En 
l'élevant,  s'il  est  nécessaire,  à  une  puissance  convenable  on  obtiendra 
une  nouvelle  substitution  S,,  d'ordre  premier,  commune  à  K  el  à  l'„. 
Par  un  nouveau  changement  de  variables  opéré  sur  a;,,  x.,  on  ramè- 
nera S2  à  sa  forme  canonique.  Si  son  ordre  n'est  pas  égal  à  p,  cette 
forme  canonique  sera 

I  &u  ■>■■*    rxu  r-lxt  |, 
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r  pouvant  être  réel  ou  complexe  (dans  ce  dernier  cas  xt,  x2  seraient 
des  variables  complexes  et  conjuguées).  Les  variables  non  écrites  z,, 
z2,  ...  restant  inaltérées. 

La  forme  F„,  étant  invariante  par  S„,  devra  prendre  après  le  chan- 
gement de  variables  la  forme 

Axlxi-\-  Q, 

Q  étant  une  fonction  quadratique  des  seuls  z. 
En  la  mettant  sous  la  forme 

A|  z  j  H-  A  2  z?t  — f-  .  .  . 

et  posant 

A  X\  X%  -+-  Aj  Z  j  -+-  A2  Z2  zz  V  4, 

on  aura  comme  dans  le  cas  précédent 

F„=F4+F„_t. 

Si  S,  est  d'ordre  p,  elle  aura  l'une  des  deux  formes  canoniques  sui- 
vantes : 

(o)  |    X1}   Xly  3,       Xt-\-  X\f  Xt  ■+■  Zi,  Zi    |, 

(7)  I    ^l»  x*i    Sli    "2       3/1+  -«l)  afj-f-  -Sj,   Sj,  22    |. 

Dans  le  premier  cas,  la  forme  F„,  pour  être  invariante,  devra  avoir  pour 

expression 

A(x23,  —  x\)  +  Ls,  +  Q, 

L  étant  linéaire  en  zn  z2,  ...  et  Q  quadratique  en  s2,  ...  On  peut 
d'ailleurs  faire   disparaître  le   terme   Lz,  par  le  changement  de  x2 
en  x2  —  L,  qui  n'altère  pas  l'expression  canonique  (G)  de  S2. 
Mettant  Q  sous  la  forme  A2z'2,  -h . . .  et  posant 

\.(xts, —  z\)  +  AjSJj  =  F,, 

on  aura  encore 

F„=  F4-h  F„_4. 

Dans  le  second  cas,  F„,  pour  être  invariante  par  S2,  aura  nécessai- 
rement pour  expression 

A(./-,s,—  xtzx)  -h  L, s,+  L2~2  +  Q, 
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L„  L2  étant  linéaires  en  a„  z2,  z„  ...et  Q  quadratique  en  z3,  .... 
D'ailleurs  par  le  changement  de  a?,,  ar2  en  ;*-,  —  L2,  x2  +  L,  on  pourra 
faire  disparaître  les  termes  L,-S(,  L2-2. 

On  pourra  donc  dans  tous  les  cas  mettre  F„  sous  la  forme 

F4+F„_4, 

K  contenant  une  substitution  S  du  groupe  I\  formé  par  celles  des 
substitutions  de  Ta  qui  sont  opérées  entre  les  seules  variables  de  F,. 
Il  contiendra  par  suite  les  transformées  de  S  par  les  substitutions 
de  I\.  Or  l'étude  de  ce  groupe  a  montré  que  par  la  combinaison  de 
ces  transformées  on  peut  obtenir,  suivant  le  caractère  quadratique  du 
déterminant  de  F„  soit  toutes  les  substitutions  de  T„  soit  la  substitu- 
tion Gt. 

15.  Mettons  F,,  sous  la  forme 

xy  -+-  A3-j-t-  A;ct 

et  F„_,,  sous  la  forme 

A5s|  +  .... 

Si  S  contient  T.,  il  contiendra  sa  substitution  fondamentale  M,. 
D'autre  part,  s'il  contient  <r4,  il  contiendra  la  substitution 

et  par  suite  la  substitution  M5  elle-même;  or  celle-ci,  par  un  simple 
changement  de  notation,  peut  être  remplacée  par  M3. 
Donc,  F„  étant  mise  sous  la  forme 

a;j  +  2,lAA4, 

K  contiendra  la  substitution   M:1.  Il  contiendra  aussi  i\,  qui  est  sa 
transformée  par  la  substitution 

I  *,  y   y,  ->'  I- 
Les  coefficients  A,,  . ..,  Are  étant  arbitraires  sous  la  seule  condition 

A,...A„\      /AN 


V         P     J     \P< 

on   pourra  supposer  A.,,  . ..,  An_,   choisis  égaux  à   A,  et  si  A<«, 
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K  contiendra  les  substitutions  Mk,  NA  transformées  de  M3,  N3  par  la 
substitution 

I  ^3.  yn  Xk,  yk    #*>  yk,  xs,  y3  \. 

Si  donc  nous  désignons  par  r„_,  le  groupe  formé  par  les  substitu- 
tions de  déterminant  i  et  de  caractère  r  qui  laissent  invariante  la 
fonction 

K  contiendra  )?„_,  puisqu'il  contient  toutes  les  substitutions  fonda- 
mentales dont  il  est  dérivé. 

Soient  d'ailleurs  A'3,  A^  deux  entiers  quelconques  assujettis  à  la 

seule  condition 

A3  A4  s  A3 

qui  permet  de  cboisir  arbitrairement  A'3.  On  pourra  déterminer  deux 
fonctions  z'3,  z'A  linéaires  en  z3,  z4  telles  que  l'on  ait 

A    --  _i_  A    --  —  A'  ~'2  -1-  A'  -'2 

t\3  ->3   -t-  «3-4   ^-S-'S     ^  rti  "A    1 

r„-i  (et  par  suite  K)  contiendra  la  substitution 

M',  =  l  s'i,x,y     3 '3  -hx,  x,  y  —  A3.r  —  ik'3z'3  |. 

Celle-ci  appartient  d'ailleurs,  ainsi  que  M„  et  N„,  au  groupe  I\  formé 
par  les  substitutions  de  caractère  et  de  déterminant  1  qui  laissent  inva- 
riante la  fonction 

de  déterminant  —  A'3A„. 

Si  nous  disposons  de  A'3  de  telle  sorte  que  l'on  ait 


_  À3  A„\ 
P     I 


Yk  sera  simple;  donc  K,  contenant  une  de  ses  substitutions  M'3,  les 
contiendra  toutes.  Il  contiendra  en  particulier  M„  et  N„.  Il  contiendra 
donc  T„,  puisqu'il  possède  toutes  ses  substitutions  fondamentales. 

14.  Pour  déterminer  les  facteurs  de  composition  de  G„  il  reste  à 
reconnaître  si  les  sous-groupes  G^,  G",,  Tn  auraient  d'autres  sous- 
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groupes  invariants  que  ceux  de  G„.  Dans  le  cas  de  la  négative,  T„  ne 
contenant  pas  H„  lorsque  [-  j  =  —  i,  serait  simple.  Il  en  est  effective- 
ment ainsi  pour  n  =  4-  Nous  pourrons  admettre  que  cela  ait  encore 
lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  n  inférieures  à  celle  sur  laquelle  nous 
raisonnerons. 

Dans  ces  conditions,  nous  établirons  qu'il  y  a  contradiction  à 
admettre  que  G'„  admette  un  sous-groupe  invariant  qui  ne  soit  pas 
invariant  dans  G„. 

Mettons  en  effet  F„  sous  la  forme 

F„=  A,xj  -H... -H  Anx%  =  k,x2n  -+-F„_„ 

A2,  ...,  A„  pouvant  être  choisis  arbitrairement,  on  peut  admettre 
que  (    '*"' — -  1  soit  égal  à  —  i.  Le  groupe  r„_(  correspondant  à  F„_, 

sera  donc  simple  par  hypothèse. 

Cela  posé,  soient  K  le  sous-groupe  invariant  dont  nous  supposons 
l'existence  ;  w  son  ordre.  La  substitution  Q  permutable  à  G'n  le  trans- 
formera en  un  autre  groupe  K',  également  invariant  dans  G^.  Réci- 
proquement Q  transformera  K'  en  K,  puisque  Q2,  appartenant  à  G,',, 
transforme  K  en  lui-même. 

Les  substitutions  communes  à  k  et  à  K.'  forment  un  groupe  L 
invariant  dans  G„.  Il  sera  donc  égal  à  H„,  s'il  contient  quelque  substi- 
tution autre  que  l'unité.  Son  ordre  d  sera  donc  i  ou  2. 

D'ailleurs,  S,  S'  étant  deux  substitutions  prises  respectivement 
dans  K  et  dans  K',  la  substitution  S-'  S'-'  SS'  appartiendra  à  L. 

Les  substitutions  dérivées  de  la  combinaison  de  K  et  de  K'  seront 

donc  de  la  forme  SS'  et  leur  nombre  sera  — T- 

Files  forment  un  sous-groupe  A  invariant  dans  G„  et  contenu 
dans  G^.  Il  sera  donc  identique  à  T„  ou  à  (  r^,  et  son  ordre  sera 

yO(a,  A)     ou     -0(n,  A). 

On  aura  donc  l'égalité 
(8)  to*=:mO(n,  Ai, 
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m  ayant  lune  des  trois  valeurs 

!  I 

7>     -j     i. 

4  2 

lo.   Or  une  semblable  égalité  est  impossible.  On  a  en  effet 

Ci)  —  2(o'  OU  0)  =  co', 

oj'  étant  l'ordre  du  groupe  K,  formé  par  celles  des  substitutions  de  K 
qui  appartiennent  à  Tn.  Soit  une  de  celles-ci 

|  .rA-     akXi-+-  bkxi  +  ...   |         (*  =  i,  a,  . . .,  n). 

Les  coefficients  aA  satisferont  à  la  relation 

(9)  2kka%  =  \, 

qui  a  3t(«,  A,  A,  )  solutions. 

i°  Supposons  en  premier  lieu  qu'à  cbacune  d'elles  corresponde  tout 
au  plus  une  seule  substitution  de  K,.  On  aura 

cj  =  jX(«,  A,  A,). 

Mais,  d'autre  part,  le  déterminant  A'  de  F„  —  A{x\  est  A,' A,  qui  a 
le  même  caractère  quadratique  que  A,  A.  On  aura  donc 

0(«,  A)  =  X(re,  A,  A,)0(«  —  i,  A,  A). 

On  déduirait  donc  de  la  relation  (8)  l'inégalité 

(io)  16  ùï,(n,  A,  At)  =  0(n  —  i,  A,A). 

En  se  reportant  aux  expressions  (3),  (4),  (5)  des  quantités  5t-  et  O, 
on  voit  immédiatement  que  cette  inégalité  ne  saurait  avoir  lien,  le 
second  membre  étant  beaucoup  plus  grand  que  le  premier. 

2°  Supposons  au  contraire  qu'à  une  seule  solution  de  la  con- 
gruence  (9)  correspondent  plusieurs  substitutions  S,  S',  ...  de  K,. 
Il  contiendra  la  substitution  S'S~'  qui  appartient  à  r„_, . 

Mais  r„_,  est  simple  et  d'ordre 

iO(n-i,  A,A). 

L'ordre  o>  de  K  sera  donc  au  moins  égal  à  ce  nombre 
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Substituant  cette  valeur  minima  et  celle  de  0(n,  A)  dans  l'éga- 
lité (8)  on  arrivera  encore  à  l'inégalité  (10)  qui  est  impossible. 

16.  Raisonnant  sur  G'„  et  T„  comme  nous  venons  de  le  faire  sur  Gn 
et  G'n,  on  verra  exactement  de  même  que  T,,  ne  peut  admettre  d'autre 
sous-groupe  invariant  que  H„.  Il  le  contiendra  effectivement  si  n  est 
pair  et  A  résidu  de  p,  de  sorte  que  G„  aura  les  sous-groupes  inva- 
riants successifs 

G„,    G'„,     r„,     H„,     i. 

Les  facteurs  de  composition  seront  donc 

2,        2,        -0(«,A),        2. 

Dans  tout  autre  cas,  H„  ne  faisant  plus  partie  de  cette  suite,  les 
facteurs  de  composition  seront 

2,      2,      jO(n,  A). 


II. 

17.  Nous  avons  supposé,  dans  tout  ce  qui  précède,  que  p  était 
impair.  S'il  est  égal  à  2,  le  nombre  des  variables  sera  nécessairement 
un  nombre  pair  ?.n. 

Ce  cas  étant  complètement  discuté  dans  le  Livre  de  M.  Dickson, 
nous  nous  bornerons  à  quelques  remarques  relatives  aux  groupes 
résolubles  contenus  dans  G2„. 

Nous  avons  démontré  autrefois,  ^>ar  des  considérations  indirectes, 
que  <■.,„  contient  un  sous-groupe  invariant  G!,,,  d'indice  2.  Mais  c'est 
seulement  dans  un  Mémoire  postérieur  {Journal  de  Liouville,  içjoS) 
que  nous  avons  pu  définir  ses  substitutions  par  un  caractère  indépen- 
dant du  choix  des  variables  indépendantes. 

I  Ine  substitution  S  étant  donnée,  à  chaque  racine  s  de  la  congruence 
caractéristique  correspond  au  moins  une  fonction  el  peut  être  plusieurs 
fonctions  distinctes  des  variables  primitives  que  S  multiplie  par  s. 
Soit  .N(.ç)  leur  no  m  Inc.  La  somme  SN(s)  étendue  aux  diverses  racines 

lourn.  de  Math.  (7' série),  tome  il.        Fasc.  l\  .  '  ' 
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de  la  congruence  caractéristique  pourra  être  paire  ou  impaire.  Nous 
dirons,  suivant  le  cas,  que  la  substitution  S  est  elle-même  paire  ou 
impaire. 

Cette  définition  posée,  le  résultat  est  le  suivant  : 

Le  groupe  G!,,,  est  formé  des  substitutions  paires  contenues 
dans  G,„. 

18.  Une  question  essentielle  dans  l'étude  des  groupes  résolubles  V 
contenus  dans  G;„  construits  par  la  méthode  décrite  dans  notre 
Traité  des  Substitutions  est  de  reconnaître  pour  chacun  de  ces  groupes 
s'il  contient  ou  non  des  substitutions  qui  ne  figurent  pas  dans  G^. 

La  solution  de  cette  question,  que  nous  avions  obtenue  dans  cet 
Ouvrage  (nos  671  à  684)  par  des  considérations  très  compliquées, 
devient  tout  à  fait  simple  lorsqu'on  s'appuie  sur  la  proposition  précé- 
dente. 

Rappelons  en  effet  quelques-uns  des  caractères  principaux  des 
groupes  résolubles  en  question.  Ils  sont  de  plusieurs  sortes  : 

19.  i°  Groupes  déco mposab les.  —  Ils  correspondent  aux  diverses 
décompositions  de  n  en  deux  facteurs  /,  ni.  Les  variables  s'y  répar- 
tissent en  /  systèmes 

(*,, xim),    (y, r,,„),     

La  fonction  quadratique  invariante  F2„  est  une  somme  de  /  fonctions 
partielles  pareilles 

1' (■'',, &i,«)  h-  F(y,,  . . .,  ),,,„)  -t- 

Le  groupe  T  résulte  de  la  combinaison  de  substitutions  S  permutant 
les  systèmes  d'un  mouvement  d'ensemble  (de  manière  à  remplacer 
chaque  variable  par  une  autre  de  même  indice)  avec  des  substitu- 
tions T  opérées  sur  les  seules  variables  ./,,  . . .,  x.lm  :  celles-ci  formant 
un  groupe  \\  résoluble,  indécomposable  et  n'altérant  pas  la  fonction 
partielle  F(xn /•,,„). 

Il  est  clair  que  la  substitution  S  est  paire  ;  car  s'il  est  une  fonction/, 
des  variables  x{ ,  y, ,  . . .,  qu'elle  multiplie  par  un  facteur  s,  elle  repro- 
duira, multipliées  par  le  même  facteur,  les  fonctions/",,  ...,_/'.,,„  for- 
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mées  respectivement  avec  les  variables  d'indice  2,  ...,  2m.  Le 
nombre  total  des  fonctions  qu'elle  multiplie  par  des  facteurs  constants 
sera  donc  un  multiple  de  im,  nombre  pair. 

20.  Reste  à  savoir  si  T,  contient  ou  non  des  substitutions  impaires. 
La  question  est  ainsi  ramenée  au  cas  des  groupes  indécomposables. 
Ceux-ci  se  distinguent  en  deux  catégories  : 

2°  Groupes  indécomposables  de  première  catégorie.  —  Les 
variables  s'y  partagent  en  deux  systèmes 

i  .i\.  u\,   .  ,.,.r„),      0'i,„>'-2'   "m7«)' 

La  forme  invariante  F2n  a  pour  expression 


'i.)'i  -+-  jyv 


■^  a  y  n  • 


Les  substitutions  de  T  seront  de  l'une  des  deux  formes  ^  ou  Jl^; 
A  désignant  la  substitution  qui  échange  les  x  avec  les  y,  et  ^  le  pro- 
duit d'une  substitution  partielle 


.//,       ?  aii-Xi    , 


opérée  sur  les  x,  par  la  substitution  adjointe 


S'  = 


//.•  y,  &<*  /' 


opérée  sur  les  y.  On  sait  que  cette  substitution  adjointe  est  la  réci- 
proque de  la  transposée 

\yi.    -«k.yi  |- 

1"  Les  substitutions  ^  sont  paires.  Supposons  en  effet  la  substitu- 
tion S  mise  sous  forme  canonique.  Les  variables  s'y  partageront  en 
diverses  suites  ayant  chacune  une  forme  telle  que  la  suivante 

|   XyA  .£|j._i f|      s{.r„  -t-  ,r,,     |  ),  s(  r„  _,  -+-  .Cp._2 ) .v.r,    |. 

A  cette  suite  répondra  dans  la  transposée  la  sui\ aille 

I  V.>V-i>  •••■/■     ".'"•  »(/()  H  /(i-i ) ç(.''-2+  J.>  |. 
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A  la  fonction  x-,,que  S  multiplie  par  s,  correspondra  ainsi  une  autre 
fonction  y^  multipliée  par  s  dans  la  transposée  et  par  s~f  dans 
l'adjointe.  Les  fonctions  des  variables  x,  y  que  ^multiplie  par  des 
facteurs  constants  étant  ainsi  associées  deux  à  deux  seront  en  nombre 
pair. 

2°  Passons  à  la  substitution  ,«.  Dans  la  substitution  partielle 

|  **,  )'k    y/,,  ■*•/.■  | 

prenons  pour  variable  indépendante  zk  =  xk  4- yk .  La  substitution 
considérée  n'altère  passftet  remplace^. par  zk  —  .rt  =  ïj+  sA.  (mod  2); 
d'où  la  forme  canonique 

Les  seules  fonctions  que  &.  reproduise  à  des  facteurs  constants  près 
sont  donc  les  n  fonctions  zk.  Donc  A  sera  paire  ou  impaire  en  même 
temps  que  n. 

Donc  pour  que  T  contienne  une  substitution  impaire,  il  faut  que 
n  soit  impair.  Cette  condition  est  suffisante,  car  T  ne  peut  être  indé- 
composable que  s'il  contient  une  substitution  de  l'espèce  Si.^. 

21.  3°  Groupes  indécomposables  de  deuxième  catégorie.  —  Ils 
correspondent  aux  décompositions  de  n  en  un  produit  de  facteurs 

n  =  vitait'"'.  .  .  =  vm, 

-,  -',  ...  étant  des  nombres  premiers  qui  divisent  2V+ 1 .  Par  l'intro- 
duction d'une  racine  j  d'une  congruence  irréductible  de  degré  2V,  les 
variables  indépendantes  seront  complexes  et  formeront  2v  séries  con- 
juguées 

et  les  substitutions  de  T  seront  de  la  forme  <£p^,  f  désignant  la  substi- 
tution qui  remplace  cliaque  variable  x\  par  sa  conjuguée  suivante  x\  ' 
et  ^  un  produit  de  substitutions  conjuguées  opérées  respertixement 
sur  les  variables  de  chacune  des  séries  conjuguées. 

1"  Les  substitutions    •)  sont  paires.  Car  si  elles  multiplient  par  un 
facteur  constant  s  une  fonction  /'  des  variables  de  la  première  série, 
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elles  multiplieront  les  2V  fonctions  conjuguées/,  /',  •  ..,/2v 
pectivement  par  les  facteurs  s,  s',  .  ..,s"-*  conjugués  de  s.  Le  nombre 
total  des  fonctions  que  *>  multiplie  par  des  facteurs  constants  sera 
donc  un  multiple  de  2v,  nombre  pair. 

2»  Passons  à  la  substitution  9.  Elle  est  le  produit  de  m  permuta- 

tions  circulaires 

{x^x\ .  .  .<'-"),  . . . ,  {ookx'k. . . xf  -») 

Pour  qu'une  fonction  linéaire 

axk  +  a'x'f  -+-... 

des  variables  d'indice  k  se  reproduise  multipliée  par  s  lorsqu'on  effectue 
sur  les  variables  la  permutation  circulaire  indiquée,  il  faut  qu'on  ait 

a  =  a's,       a'  =  a"s,        ...  (mod  2). 

d'où 

s-v=\         (mod  2). 

A  chaque  racine  de  cette  équation  correspond  ainsi  une  seule  fonc- 
tion (déterminée  à  un  facteur  constant  près).  Cherchons  donc  le 
nombre  de  ces  racines. 

Soit  2V  =  2aq,  q  étant  impair.  On  a 

s2«î_,  =  (ss«-i?_  [)>=, ,  .==  (s'i — i)*"         (mod  2). 

D'ailleurs  s»  -  1  et  sa  dérivée  qf~]  n'ayant  pas  de  racine  commune, 
on  aura  q  racines  distinctes. 

Le  nombre  total  des  fonctions  que  «  multiplie  par  des  facteurs 
constants  est  donc  mq.  Or  q  est  impair;  m  l'est  également,  étant  un 
produit  de  facteurs  qui  divisent  2V+  1.  Donc  <S  est  impaire. 

Donc  T  contiendra  une  substitution  impaire  si  parmi  ses  substi- 
tutions, qui  sont  toutes  de  la  forme  W%_,  il  en  est  où  p  soit  impair. 

Tl.  Or  nous  avons  montré  dans  notre  Traité,  par  une  analyse  qu'il 
,-st  inutile  de  reproduire  ici,  que  pour  .former  le  groupe  Y  on  est 
amené  à  construire  : 

1"  Un  groupe  H  résoluble  el  général  contenu  dans  le  groupe  linéaire 
à  27  variables  (mod-)  et  dont  les  substitutions,  opérées  simultané- 
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ment  sur  deux  séries  de  variables  cogrédientes 

(j?],     ....    Xi^j,         (A|,     ■    •   •  ,    -^2d)l 

• 

reproduisent  à  un  facteur  constant  près  une  forme  bilinéaire  gauche. 
Si  g  est  une  racine  primitive  de  Tt,  l'exposant  de  la  moindre  puissance 
de  g  à  laquelle  le  multiplicateur  puisse  se  réduire  est  1  ou  2.  Cet  expo- 
sant d  se  nomme  l'exposant  du  groupe  H; 

2"  Un  groupe  analogue  H' à  2a'  variables  (modir')  et  d'exposant  d' ; 
g'  désignant  une  racine  primitive  de  -'; 

Etc. 

Pour  qu'il  existe  dans  T  une  substitution  c£?^  où  p  ait  une  valeur 
donnée,  il  faut  et  il  suffit  qu'on  puisse  déterminer  des  entiers  e, 
e',  . . .,  tels  que  l'on  ait  à  la  fois 

|   =  gde  (  mod7t), 

2P       =  »'•'■  (iiioJt:'), 


La  première  congruence  pourra  toujours  être  satisfaite  si  d  =  1  ;  ou 
si  d  étant  égal  à  2,  2  est  résidu  quadratique  de  it.   Mais  elle  sera 

impossible  pour  les  valeurs  impaires  de  p  si  d  =  2  et  l  -  )  =  —  1. 

De  même  pour  les  autres  congruences. 

Donc  la  condition  pour  Vexistence  dans  T  d'une  substitution 
impaire  est  que  2  soit  résidu  quadratique  de  tous  ceux  des  entiers  r. 
pour  lesquels  P  exposant  du  groupe  correspondant  est  1. 
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Sur  les  groupes  à  invariant  bi linéaire  ou   quadratique 
dans  un  champ  de  Qalois ; 

P*r    J.-A.    de   SÉGUIER. 


La  théorie  des  groupes  linéaires  à  invariant  quadratique  dans  un 
champ  galoisien  est  notablement  simplifiée  quand  on  prend  cet  inva- 
riant sous  la  forme  d'une  somme  de  rectangles  augmentée  d'une 
forme  quadratique  à  une  ou  deux  variables.  Il  en  est  de  même  de  la 
théorie  du  groupe  linéaire  à  invariant  hermitien  quand  on  prend  cet 
invariant  sous  une  forme  analytique  qui  sera  précisée  plus  loin.  De 
plus,  les  deux  théories  et  celle  du  groupe  linéaire  à  invariant  bili- 
néaire  gauche  se  présentent  alors  avec  un  parallélisme  qui  est  un 
nouvel  élément  de  simplification  et  qui  facilite  l'étude  des  relations 
entre  les  trois  groupes. 

C'est  l'exposition  de  cette  triple  théorie  ainsi  simplifiée  que  je 
reprends  ici,  en  y  ajoutant  des  résultats  nouveaux.  Une  partie  de  ces 
résultats  a  été  indiquée  dans  trois  Notes  présentées  à  l'Académie  des 
Sciences  (').  Je  me  borne  ici  au  développement  de  la  première. 

L'idée  de  prendre  l'invariant  quadratique  sous  la  forme  indiquée, 
quel  que  soit  le  module,  appartient  à  M.  Jordan,  qui  a  déjà  employé 
cette  forme  dans  ses  dernières  recherches  sur  les  groupes  résolubles  (a), 
en  particulier  pour  déterminer  l'ordre  du  groupe  <'t  ses  générateurs 
dans  le  cas  d'un  champ  d'ordre  premier.  Je  n'aurai  donc,  sur  ces  deux 

(l)  Comptes  rendus,  1.  [57,  i'1  septembre  191 3,  p.  |3o;  1.  Itil  x  novembre 
1915,  p.  553  ;  t.  1<H  .  29  novembre  [91 5,  p.  670. 

(-')  Memoriedella  Pontifîcia  Accademia  Bomanadei  /Vuovi  Lincei,  1.  \\\  1 
(1908)  et  Cours  professé  au  Collège  de  France  en  1903. 
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points,  qu'à  suivre  son  exposé.  Je  prendrai  toutefois  l'invariant  sous 
une  forme  un  peu  plus  générale,  afin  d'avoir  toujours  les  mêmes  géné- 
rateurs quelle  que  soit  la  parité  du  module  et  du  nombre  des  variables. 
Il  est  à  peine  utile  de  rappeler  que  le  sujet  qui  m'occupe  a  été 
étudié  d'abord  par  M.  Jordan,  dans  son  Traité  des  substitutions, 
puis  par  M.  Dickson,  dans  ses  Linear  groups  (1901).  Pour  des  ren- 
vois plus  précis,  je  me  suis  borné  à  certains  points  particuliers  que  le 
lecteur  aurait  eu  quelque  peine  à  retrouver. 

I.  —  Généralités. 

I.  Soient  Sun  champ  fini  d'ordre  t:  =  pK  (p  premier);  £'  =  s(u) 
le  champ  d'ordre  ti2  défini  par  la  racine  u  d'une  équation  quadratique 
irréductible  dans  S  (');  a  =  (alk)  une  matrice  invertible  d'ordre  n 

de  £  ou  de  S'.  Je  désignerai  en  général  par  x  la  matrice  (d'ordre  >  1) 
conjuguée  de  x  relativement  à  S,  u,  u7t(=  u),  et  j'appellerai  réelles 
les  matrices  dont  les  éléments  sont  dans  S. 

Considérons  le  groupe  des  matrices  a  =  (a,,,)  de  G  d'ordre  /*  telles 
que  aaa  =  fa,  /désignant  un  facteur  indéterminé  (a  est  la  transposée 
de  a),  et  celui  des  matrices  a  de  s'  telles  que  aaa  =  fa.  On  peut 
assimiler  a  à  une  forme  linéaire  1Lalkxlyk  (i,  k  =  i,  ...,  n)  [qui  sera 
dite  forme  des  deux  points  (x,,  ...,  xn),  (y,,  ...,yn)]  et  a  à  une 
substitution.  La  condition  a.a<x.=fa  donne,  en  regardant  les  y 
comme  cogrédients  aux  x, 

(l)  l,jl<lU,krj.lly.u.,jyl  =  fljlaji.lJYi  OU  2ikaikK,j«ki=  faJh 

et  la  condition  aaa  =  /a,  en  regardant  les  y  comme  subissant  la 
substitutipn  a  quand  les  x  subissent  la  substitution  a  (on  peut  alors 

(')  Voir,  par  exemple,  mes  Eléments  de  la  Théorie  des  groupes  abstraits 
(Gauthier-Villars,  1904),  n"  27.  Je  me  servirai,  dans  ce  qui  suit,  des  termes  et 
notation*  adoptas  dans  ce-  Eléments  et  dans  mes  Eléments  de  la  Théorie  des 
groupes  de  substitutions  (Gauthier-Villars,  191s),  où  l'on  trouve  une  Table  de 
ces  termes  et  notations,  .le  renverrai  au  premier  Ouvrage  par  la  lettre  E  et  au 
second  par  la  lettre  S. 
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identifier  yk  à  xk), 

(2)  2«»«y«w=/a//. 

En  assimilant  chaque  colonne  de  a  à  un  point,  on  peut  dite  que  la 
forme  a  de  deux  colonnes  quelconques  (distinctes  ou  non)  de  a  doit 
être  égale  à  ce  qu'elle  devient  quand  on  remplace  a  par  une  similitude 
arbitraire. 

Je  me  bornerai,  si  aaa  =  fa,  au  cas  où  a  =  ±  a,  a  étant  dans  S, 
et  si  aa«  =/a,  au  cas  où  a  =  ±  a\  alors  /est  réel,  car  en  compa- 
rant les  transposées  et  les  conjuguées  des  deux  membres  de  a«a  =  /a, 
on  obtient  fa  =  /a.  a  est  dite  symétrique  si  a  =  a,  alternée  ou 
gauche  si  a  =  —  a,  les  a,,  étant  nuls  ('),  hermitienne  si  a  =  a. 
Si  a  =  —  a,  (y  —  u)a  est  évidemment  hermitienne. 

Si  aaa  =  a  et  a  =  a,  on  peut  encore  assimiler  a  à  une  forme  qua- 
dratique pour  p^-2.  Pour  p  =  2,  on  ne  le  peut  pas;  mais  il  existe 
toujours  un  groupe  de  substitutions  multipliant  par  f  une  forme 
quadratique  Salkx:xk  (i^k)  que  j'appellerai  encore  a. 

Considérons,  pour  /)  =  2,  la  forme  quadratique  a  =  'Llkaikxixk(Ki1ik). 
Les  conditions  imposées  aux  coefficients  a.ik  de  la  substitution  a  qui 
multiplie  a  par  /prennent  la  forme,  un  peu  différente, 

I  -,/.",/,  y.ij»kj  —  fa,,         (i^k). 

En  disant  < pie  a  est  la  forme  a  =  a(xn  ...,  .»•„  )  du  point  (a;,,  ...,  xu) 

et  a'  =  «'(''"  •  ••)  xn\  »',,  •  •  -,  O  =  -,/.  ",/.  (  ■'  V'V.  "H  ■'•/,•'■;)  («  =  /'•  )  la  po- 
laire de  a  relativement  aux  deux  points  (x,,  ...,  ./;„),  (x\,  ...,  x'lt) 
et  en  assimilant  toujours  chaque  colonne  de  a  à  un  point,  (3)  exprime 
que  la  forme  a  d'une  colonne  quelconque  de  a  et  la  polaire  de  a  rela- 
tive à  deux  colonnes  de  a  sont  égales  à  ce  qu'elles  deviennent  quand 
a  est  remplacée  par  une  similitude. 

Les  groupes  considérés  peuvenl  se  réunir  sous  la  notion  de  groupe 
total  di-  a,  en  réservant  le  nom  de  groupe  de  à  au  groupe  des  oc  pour 
lcsqur|les/'=  1 .  Le  groupe  de  a  sera  désigné  par  A.(/i,ic,  a)  =  A  (  //,-  1, 

(  '  )  Celle  seconde  condition  ne  résulte  |>as  de  la  première  si  p  =  2. 

Journ.  de  Math.  (  /  série),  tome  II.       Fasc.  IV,  1916,  '7 
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le  groupe  total  de  a  par  A'(n,  tc,  a)  =  A' (ri,  tc)  ('),  et  le  diviseur  de  A 
formé  des  substitutions  de  déterminant  r  par 

A°(n,  r.,  a)  =  A«  (n,  n)  (£  A), 

sauf,  à  partir  du  n"  54,  pour/?  =  2.  A  et  A°  sont  é\  idemment  nor- 
maux dans  A'. 

Les  groupes  déduits  de  A0,  A  et  A'  en  y  regardant  les  variables  comme 
homogènes  seront  désignés  respectivement  par  ^"(/i,-,  a)  =  cV(«,  tc), 
A(n,  -,  à)  =  a%(n,  tc)  et  a%'(n,  t.,  a)  —  ju'  («,  tc).  4,°  et  4.  sont  encore 
normaux  dans  4/.  4  sera  dit  groupe  homogène  de  a,  et  x'  groupe 
homogène  total  de  a.  Les  conditions  que  vérifient  les  coefficients  de 
la  matrice  générale  de  ri  ou  4/  se  déduisent  des  conditions  analogues 
pour  A  et  A'  en  multipliant  les  seconds  membres  par  cp2,  cp  étant  indé- 
terminé dans  e  (mais  ^  o)  siocaa  =fa,  et  par  o  si  xa  a  =  fa  :  mais 
on  ne  considérera  pas  comme  distinctes  les  matrices  dont  les  coeffi- 
cients sont  proportionnels.  Lorsque  aucune  confusion  ne  sera  à 
craindre,  je  me  servirai  des  mêmes  lettres  pour  désigner  les  substitu- 
tions de  A'  et  leurs  actions  sur  les  mêmes  variables  regardées  comme 
homogènes. 

Je  désignerai  par  [(*]a  =  \\>\,  ou  simplement  par  u.  quand  aucune  con- 
fusion ne  sera  à  craindre,  la  similitude  de  multiplicateur  u.  opérant  sur 
les  variables  .r, ,  . .  ,,xa  de  a,  par  1  et  1'  des  éléments  primitifs  de  S  et  ;' 
respectivement,  et  je  poserai  [—  i~\a  =  d{p)  =  d,  )d(n)\  =  D  (n)  =  D, 
ihL!  =  I,'}[i'].|  =  IM[i'*-,].|  -  J,  d'où  IJ  =  :  [i'«  |.j  ;  I»  sera  le  divi- 
seur  de  I  dont  l'ordre  est  le  p.  g.  c.  d.  tc0  de  n,  tc  —  1  ;  J°  celui  de  J 
dont  l'ordre  est  le  p.  g.  c.  d.  -,  de  //,  -  -t-  1  (2). 

Il  sera  commode  de  conserver  les  notations  générales  précédentes 


(')  Si  l'on  a  à  considérer  d'autres  variables  que  celles  de  a,  il  peut  y  avoir 
d'autres  substitutions  que  celles  de  A'  conservant  a  à  un  l'acteur  près,  par 
exemple  celles  qui  agissent  sur  les  seules  variables  étrangères  à  a.  Mais  il  res- 
tera entendu  que,  par  définition,  A  et  À'  laissent  inaltérées  les  variables  qui  ne 
figurent  pas  dans  a. 

(2)  Soient   >"  et  2*  les  plus  liantes  puissances  de  2  divisant  n  et  ti': —  1  res- 

I ivement.  Le  p.  g.  c,  d.  de  n ,  7rs  —  1  est  égal  à  2  tt,  si  0  <  n'  ■<  rr',  à  n,  dans 

l"ii^  les  autres  cas. 
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concurremment  avec  les  notations  particulières  qui  vont  être  intro- 
duites pour  des  variables  spéciales  de  a. 


II.  —  Groupe  hermitien. 

2.  Soit   d'abord   a  =  ±aet  otay.  =  fa;  alors  |aà|  =  \a.\'K*{  =/", 
et  A  et  A' contiennent  la  conjuguée  de  chacune  de  leurs  substitutions. 

Supposons  a  ou   (u  —  u)a  réduite  à  l'une    des   deux  formes  cano- 
niques (  ') 


■  i  -i  •«• 


ll  =  -'i  (.'V.'V—  v,.',) -+-  '.,r,xox0  (u  =  j  —  v;   y]  =o   ou    i).  £  =  !;'. 

En  posant  ^  =  ^  +  tfj,yj  =  ï|y  -  0^  (7  =  0,  .. .,  v),  Çy,  Ç;,  i,,-,  r^ 
étant  réels,  et  u  -+-  u  =  —  b,  uù  =  c,  on  a 

Donc  le  type  de  c/,  considérée  comme  forme  quadratique  des  parties 
réelles  et  imaginaires  de  ses  variables  est  complètement  déterminé 
par //(#.,  44,45)  (2). 


(')  On  opère  celte  réduction  comme  celle  des  matrices  symétriques  ou  alter- 
nées (/?.,  192,  195,  201,  202;  S.,  p.  7  et  225),  au  moyen  d'additions,  de  multi- 
plications, d'échanges  de  colonnes  dans  «(ou  r,ta),  chaque  opération  étant  suivie 
de  l'opération  conjuguée  (ou  conjuguée  avec  changement  de  signe)  sur  les  lignes. 

Pour  qu'un  changement  de  variables  x  =  olx'  -t-  fiy',  y  =  x'x'  -+-  fi' y'  ramène 
a^xy—yx)  à  ax'x'  +  b/y'  (a,  b,  réels),  il  faut  et  suffit  que  l'on  ail 

a!—«q,         fi'=fiq,         &>««  =  —  a(g  —  q)-\         ufifi  =  b(q  —  q)~\ 

q  étant  dans  3'  hors  de  S  [le  déterminant  du  changement  de  variables  est 
xfi(q —  </)].  Le  choix  de  q  peut  se  faire  de  r."  —  t.  manières,  et  chacun  des 
coefficients  a,  fi  a  alors  %  -+-  1  déterminations  {p^l)  (£".,  44,  4.5). 

(2)  On  peut  aussi  le  voir  en  partant  de  t.  Soit  z,  =  r,  +  uÇl,  :  et  étant  réels. 
Si  p>2,  le  discriminant  de  e  =  £(Ç?  —  6Ç,ÇÎH-  cÇ2)  est  (4c  A-)''  dont  le 
caractère  quadratique  est  déterminé  par  n  (6*  |<-  est  non  carré).  Si/>=:2, 
en  remplaçant  .;,  par  £,+&  et  Ci  par  Çi  +  Ç  on  fait  disparaître  les  termes 
etcÇJ2;en  prenant  alors  Ç,—  6Çj  pour  Ç,«  et  —  6  Ç*  -t-  c&pour  Ci,  on  fait  dispa- 
raître -"h  ,  ;,-.  De  là,  pour/*  •  .>,  le  même  résultat  qu'au  texte  (/■.'..  'm.  'i.'it. 
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Pour  a  =  //  ou  a  =  e,  A  sera  dit  groupe  hermitien  n—aire  de  S, 
et  A  groupe  hermitien  homogène  ou  fractionnaire  n  —  aire  de  s.  Je 
préciserai  les  formes  correspondantes  de  A,  A,  A0,  A0,  A',  4/ en  rem- 
plaçant partout  les  lettres  A,  A  par  H,  X  si  a  =  A,  par  E,  C  si  c/  =  e. 

Il  est  clair  que,  si  (3  est  primitif  dans  8'  donc  p7^1  dans  S, 
A'  =  !"_!A[3*  =  AI';  le  complexe  A (3*  est  formé  des  substitutions  qui 
multiplient  a  par  ^ir+".  De  même,  si  y  est  la  substitution  de  H'  qui 
multiplie  chaque  x,  où  i '  ^  o  par  p1^'  et  x-0  =  a;  par  (3  sans  altérer 
les/,,  H'  =  Sr!Hy*. 

Posons 


'»/p: 


y>  ?~xyt 


(ijéo),         mox—\x,  xr|.  »iy=|sn,  X'" 


les  variables  non  écritesétant  inaltérées.  Siy^  ou  pp~'  estd'ordre  -  ■+-  i 
(alors  p  estde  la  forme  i"7,  <r  étant  premierà  -  +  i)('),  on  aura  encore, 
m?+i  étant  évidemment  dans  H°, 

H  =  2JH»»»*  =  2ïH»»i0*z,         E  =  2îE»m*, 

et,  en  désignant  par  .y  une  des  substitutions  mip,  /n„y,  rny  suivant  le 
cas,  chaque  complexe  A°sk  =  skA0  est  formé  des  substitutions  de 
A  =  |,yj  A"  dont  le  déterminant  est  (?p~{y  ou  y*. 

Il  est  clair  que,  pour  n  =  i,  H°  =  E°  =  i. 

PardéfinitioncV  =  A'|I',etci=  AI'|I  =A'r.Doncci=.i=A|J.De 
mêmeci',  =  Aor|r  =  A0|J0  =  A»J|J.  Donc  ci|ci°=A'|  AT  =  A|  A°J, 
et  (d.,  ci0)  =izt. 

Soit  Ç  une  substitution  de  A  hors  de  A0  et  t0  une  substitution  de  A0. 
Si  ~Q'  est  dans  AT,  (CC0)r  y  sera  aussi,  et  réciproquement.  Prenons 
donc  '(  =<s,  et  soit  s*  =  oci'%  a  étant  dans  A".  Il  faut  évidemment  pour 
cela  que  l'on  ait,  en  supposant  a  =  e,  s  —  my, 

«,,  =  ...  =  «„_,,,,_,,  stlli's=i1  ?„„i.!:~y',  doue  ann—v.uy>. 

D'ailleurs,  v.  conservant  £  et  étant  dans  A",  on  a  aussi 
«ii«a=i  (i  =  i,  • . .,  n),         a','T1a„„=i- 

1    fo   '      "\  >»,,$- 
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et  ces  conditions  suffisent.  Ainsi  an  est  de  la  forme  i'M*-",  xn„  de  la 
forme  t"771-",  et  (n-i)p  +  î  =  omod(ir  +  i).  D'ailleurs  y  a  la 
forme  t'1"1-'»  (-  premier  à  tc  +  i),  et  a  —  p  —  Ty==omod(it  -f- 1). 
Donc,  en  éliminant  a, 

p«  +  :i'  =  o         mod  tt  -+- 1 . 

Mais  t  est  premier  àit  +  i.  Donc  y  doit  être  divisible  par  m,,  et  cela 
suffit.  Donc  A' =  £*'"' A0 IV,  et,  en  regardant  les  variables  comme 


homogènes,  X'  =  «ft»  =  SJ'  '.V-s*. 


5.  Soit 

.r ,      2*  (  «/A  x*  +  a'lkyi<  )  =  X, 


(t,  À  =  1,   v,  o) 


une  substitution  de  H',  en  convenant  de  supprimer  ou  de  remplacer 
par  o  toutes  les  quantités  relatives  à/0  et  de  même,  si  y)  =  o,  celles 
relatives  à  x0  [ainsi  (i  —  v))a,0  =  (l  —  y))Pmi  =  o,  a,'0  =  [3,'0  =  o(  1  =  0)]. 
La  considération  des  coefficients  de  £jXk,  y jyki  XjYk  dans  la  trans- 
formée de  a  para  donne,   pour  le  développement  de  la  condition 

aa«.=fa(cf.  1), 

1   o    sauf  si  y"  ==  k  =  o 

(4)     2?_,(a,7P/*—  (3,v «m- )  +  wfl*»/«»<  =s    ,  •     •       ,  <•/•  ;'     "'• 

'   /  uyi        si   y  =  A"  =  o 

(  5  )     -/= ,  (  «/y  &*—  Py  «i*  )  +  wr<  a'oy  «0  *  =  °  U >  k  t6  °  )  > 

i  o  si  y  ^  t 

(6)     2y=l(ay(3/A:—  Pv«i*)  +  ûni«oy«o*=j    ,    •    ■       ,  C/=°>  *^°) 

[le  coefficient  de  a?yyA  conduit  à  la  conjuguée  de  (6)]. 
L'équation  aaa  =/a  donne  /a-1  =  aaa-'.  Or 


(')(in  voit  que  si  o  =  o  ou  si  eo!  --- 1 .  a  '  =  —  a-  Alors  l'équation  précé- 
dente donne  aux— fa,  et  II  ei  II  contiennent  la  transposée  de  chacune  de 
leurs  substitutions.  Si  l'on  prend  a  =  s,  la  condition  y  nx  =/a  s'écrit  ?c.  -  /';  ; 
E  elE' contiennent  donc  toujours  la   transposée  de  chacune  de  leurs   substitu- 
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Donc,  en  posant 
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.r,     lk  (  A,;,  xk  -+-  Mtkyk  )  =  X; 
y,    S*(Brt«*-»-B'tt7*)  =  YJ 

(  i  —  ri  )  Ai() = (  i  —  ri  )  B,0 = a;0  =  b;„ = o 


(i,  k  =  \, v,  o), 

pour         t :  =  i ,  . . . ,  v,  o, 


on  a 


fJLa=fa„  /Ai*=-«'«.  /B,,  =  -(3A„      /B;,  =  «,; 


(»",  /.'^o); 


(7)  l/Art  =  uïia'of,       /B/0=— «îlot,,-,       /AoA.=  -(3/,(l,       fKk  =  —  ~«*o       ('\*5^°); 
\  /A00='»}aa». 

L'équation  (4)  écrite  pour  or'  donne  donc  (or1  multiplie  a  par/-') 

J     M2Li(P«^f-Py/P«)-t-flP*o^.  =  o        (y,  *?So), 
(S)  <  wYi2?_1(«'0/p*/  — «0fP'w)  +  ïia0oP*o  =  o         (*^o)     ('), 

(   (or;I'/=1  («o,-  «'„,-  —  «'0l«oi  )  +  "1«oo  «00  =/c- 

L'équation  (5)  donne  de  même  (2) 
(9)  ut2)=i{«kia'jt—ajia,'ki)-hv«kt«jt=o         (j\  ^9^°)> 

et  l'équation  (6) 


o  si  j  p£  te 
{  f  si  ./'  =  k 


(A^o). 


Les   conditions   (8),  (9),   (10)   sont  a  priori  équivalentes  à   (4), 

(5),(6)(°). 

Si  l'on  prend  a  —  e  =  (ert),  la  condition  a  oc  =/s  donne  w,a,*a(7=/£w 
qui   remplace  (4),   (5),    (6).   En    formant  ce    système    d'équations 


(•)  En  faisant  dans  (4)  Ar=:o,on  obtient  la  conjuguée  de  celte  seconde  formule  (8). 

(2)  On  suppose  dans  cette  réduction  J  et  k  non  nuls.  Aussi,  bien  que  (5) 
subsiste  pour  /  ou  /,   nul,  il  n'en  est  pas  de  même  de  (9). 

(')  On  remarquera  que  (8),  (9),  (10)  sont  formées  avec  les  lignes  de  a 
comme  (4),  (5),  (6)  avec  ses  colonnes. 
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pour  a^1  —  a,  on   obtient  le  système  équivalent  2i-awa;,-=i/,£w  qui 
remplace  (8),  (9),  (10). 

4.  Désignons  maintenant  par  (4)/»  (5)/,  (6)/,  (8)/,  (9)/,  (10),  ce 
que  deviennent  (4),  (5),  (6),  (8),  (9),  (10)  pour  y  =  k  =  /. 

H  contient  une  substitution  a  dont  les  colonnes  répondant  à  xt,  yt 
(en  négligeant  y,  si  /  =  o  )  forment  une  solution  de  (4)/,  ($)h  (&)t 
pour  f=\.  Car  soit  %  une  substitution  n  —  aire  ayant  pour  colonnes 
répondant  à  x,,  yl  les  colonnes  données,  et  Tat  =  a'.  En  désignant 
par  F(xh  yj)  une  forme  égale  à  xtyt  —  ytxt  si  /  ^  o  (on  peut  alors 
faire  1=  1)  età  utr\xx  si  1=  o,  on  peut  écrire  a  =  F(xt  -+-  u,yt  -+-  v)  -f-  at, 
u,  v,  a,  ne  contenant  plus  xt  ràyt  (').  Si  donc  t,  est  la  substitution 
qui  remplace  xt  par  xt  —  u  ely,  par//—  v,  donc  a'  par  F(xh  yt)  +  ah 
et  t2  une  substitution  des  xh  yt  où  i  f=  l  réduisant  a,  à  a  —  F(x,,  yt), 
t2t,t  répond  à  la  question.  On  voit  directement  [en  cherchant  une 
substitution  n  de  H  telle  que  toc  ait  les  mêmes  colonnes  répondant 
à  .'V,  yt  (ou  la  même  colonne  répondant  à  x0  si  l  =  o)]  que  /es  substi- 
tutions de  celle  sorte  forment  le  complexe  H/a,,,  a0  étant  l'une 
d'elles,  et  H/  le  diviseur  de  H  formé  des  substitutions  qui  rem- 
placent les  xL,  yt  où  i  ^  l  par  des  fondions  de  ces  seules  variables 
et  xt,  yt  par  ./.>-+-  X",  V/-t-  Y,  X  et  Y  iw  dépendant  pas  /h-  xt,  y,  y  en 
négligeant  toujours  y(  si  l  —  o).  Or  les  conditions  (4),  (5),  (6)  où 
Ton  fait  un  des  seconds  indices  égal  à  /  montrent  que  X  =  Y  =  o,  et 
que  H/  est  le  groupe  des  substitutions  de  a —  F{X/,y/).  H,  est  donc 
semblable  àH(n  —  2,  -  )  si  l  ^  o,  et  à  H(n  —  1,  iz)  si  l=o. 

De  même  les  substitutions  de  H  dont  les  lignes  répondant  à   ' 

(')  D'après  la  construction  de  t,  a'  a,  pour  /  rzf  o,  la  forme 

!'(■'•/,  .>■/)  -I-   '   \  —  Xj,  +  /,V-Vv,+  Z 

et,  pour  /  =  0,  la  forme 

.1  /  c  +  '.>( ./  \  4-  \  .c  )  -+-  Z. 

\.  ^  et  Z  =: ( — Z  )  m-  dépendant  pas  de   '-,,/,.  D'où,  par  des  changements  de 
notation,  la  forme  du  texl  e. 
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et  y,  (en  négligeant  yt  si  l  =  o)  constituent  une  solution  donnée 
de  (8)/,  (9)/,  (io),  pour  f  —  1  forment  le  complexe  v.0H/,  a0  étant 
l'une  d'elles  qui  existe  toujours. 

Or  pour  n^>  1  et  /=i,  l'équation  (4),  (que  l'on  peut  considérer 
comme  liant  les  parties  réelles  et  imaginaires  des  coefficients)  a, 
d'après  le  type  de  h,  [tc*  —  (—  1)"]  [u"-1  —  (—  i)"~'J  solutions  autres 
que  o,  o,  . . .,  o  (E.,  44,  45).  Il  s'agit  de  calculer  le  nombre  mv  des 
solutions  de  (5),,  (6),  répondant  à  une  solution  autre  que  o,  o,  . . .,  o 
de  (4),  |à  la  solution  o,  o,  ...,  o  de  (4)(  ne  répond  aucune  solution 
de  (5),,  (6),J.  Wj  ne  change  évidemment  pas  quand  on  transforme 
linéairement  les  coordonnées  des  points  E,  Iï .  Or  si  l'on  fait  subir  à 
ces  coordonnées  une  même  substitution  s  de  H,  (4),,  (5,),  (6),  restent 
inaltérées  (elles  deviennent  les  mêmes  conditions  relatives  à  la  substi- 
tution as  de  H).  D'ailleurs  H  contient  une  substitution  transfor- 
mant Z0  =  (1 ,  o,  o,  ...,  o)  en  S  (par  exemple  a).  Donc,  pour  cal- 
culer ws,  on  peut  remplacer  S  par  Z0  (').  Alors  jî'M  =  1,  et  (5), 
permet  de  prendre  arbitrairement  les  a),,  fi'n  où  i  ^  1;  la  partie  ima- 
ginaire de  a'j,  est  alors  déterminée.  Donc  mv  =  -!""'.  L'ordre  de  H 
pour  n  =  1  est  d'ailleurs  -  -f-  1,  et  pour  n  =  2,  d'après  ce  qu'on  vient 
vient    de    voir,    ti(z  +  i)(-2—  i).    Donc    l'ordre  de    H(n,  tt)    est 


r.  *   nîjy-c-iy]. 

On  voit  de  même  que  les  substitutions  a  de  E  dont  la  n"""  colonne 
(ligne)  est  une  solution  donnée  autre  que.  o,  o,  ...,  o  de  £;a#aft=  1 
(I, yv,a,,  =  i)  forment  le  complexe  E/a0(a0Fv),  E/=E(/*  —  1,  te) 
étant  le  groupe  de  1  —  xtxt,  et  a0  étant  l'une  d'elles  qui  existe  tou- 
jours. On  en  déduit  plus  simplement  l'ordre  de  E;  mais  la  démons- 
tration précédente  est  utile  pour  la  suite. 

La  même  méthode  fournirait  des  résultats  généraux  analogues  pour 


(')  On  peut  donner  au  raisonnement  précédent  une  forme  un  peu  djfiérente. 
Les  diverses  déterminations  s,  s„,  ...  de  x0  formant  un  système  de  restes  de  H 
(mod  II,.  1),  il  en  sera  de  même  de  st  c,  .s,<7,  ...,  a  étant  quelconque  dans 
H(  =  Ha).  De  plus,  si  s,  et  s* ont  une  même  première  colonne,  il  en  sera  de  même 
de  s, <j,  ï/,  a,  et  réciproquement,  En  faisant  a  —  .<.","'>  on  voit  que  le  nombre  des  s, 
ayant  une  même  première  colonne  est  égal  à  celui  des  .v,  dont  la  première 
colonne  est  1,0,0,  ...,  o,  c'est-à-dire  que  m^  est  indépendant  de  i. 
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le  complexe  (>i)  des  substitutions  de  H  dont  les  colonnes  (lignes) 
répondant  à  .r,t,  yu;  xlt,  y,t,  ...  sont  données,  vérifiant  (4),  (5),  (6), 
et  pour  le  complexe(>i)des  substitutions  de  E  dont  plusieurs  colonnes 
(lignes")  sont  données,  vérifiant  les  conditions  correspondantes. 

S.  Soit  n  =  2.  Posons  |a|  =  o.  L'équation  a, ,  (3',,  —  rp\  ,  a'lt  =  S  jointe 
à  (4)  donne,  d'après  (6),/a„  =  a,,  S,  /p„  =  p,,o;  jointe  à  (5),  elle 
donne  de  même  f*\ ,  =  a', ,  S,  /ft  ,  =  $',,  S.  Or  ->+1  =  i  (2).  Donc  on 
peut  trouver  p  tel  que  p*-'  =  o.  Donc,  pour/ =  i,  les  coefficients  de  a 
multipliés  par  p  deviennent  réels.  Donc  le  groupe  des  matrices 
de  3e(2,Tt)  divise  celui  des  matrices  de  4^(2,  n:)  (S.,  77)  [les  deux 
groupes  n'ont  pas  le  même  cbamp  (cf.  15)].  Donc,  d'après  leurs 
ordres,  3e(2,  u)  =  .p(2,  u),  et  0C°(2,  Tt)  =  ©(2,  u)  (r/'.  S.,  79).  Pour 
o  =  i,  les  coefficients  eux-mêmes  sont  réels.  Donc  H"  (2,  ■n)^U(2,ir), 
les  matrices  desdeux  groupes  étantles  mêmes  [mais  non  leurs  champs 
(cf.  12)].  Il  est  clair  que  H(2,z)  =  !U(2-),  mw\. 

(i.  H°  (n,  71)  contient  évidemment  les  substitutions 


T, 


xt 

y* 

y, 

—  Xi 

V» 

-?  — 

X 

y>.   y 

u,\—\  xt     .1,-hly,  |,  V,* 


x  -+-  pxk 


Xi        Xi-hpXk 

y  a-   yk  —  py, 

i  n  —  [     (');         Voip=i   si  ti=:o 


y  h    y/.-  -t-  (.ypx-h  ppj.ti. 
(i,  k  7^  o;  A  réel  ;  les  variables  non  écrites  sont  inaltérées) 

et  leurs  combinaisons 


'"/X='VX«i-,-X-'^'a7i-=  t,.  ■«,-).  17.  _•,-.«,> .: 


U,'tp=  U*/p  =  T,,1  V, /,,_(-,  7/,   =  T/,  V^.pT,,.1 


,/\  A  ./\ 


yt  ~>-'y. 


(•), 


X,        X,  -+-  pVk 

''.     ■<"/,  -+■  py, 


(')  Pour  qu'une  substitution  remplaçant  x  par  x-+-px/c  et  conservant  .' •< 
laisse  ./'/,!/, — ^tij+(i)x.r  inaltérée,  il  faut  el  suffi  t .  on  le  vérifie  directement. 
qu'elle  remplace  vu  par  yk  +  (ùpx  h  (A  +  pp'j).cA,  /  étant  indéterminé  i/nns  ©. 
Je  prends  ici  A  =  o. 

(*)  Comme  m,  ,  r?,  cette  équation  donner,  1,.  ,",|i,.  ,  —.«,-,(><  ,",. 
Donc  les  m  et  les  7  s'expriment  par  les  (/  el  les  v  (cf.  S.,  H.'ir  :!  ;  /•.'.,   102,  203), 
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U0*P  =  U/i-op  =  T/, '  V0*,_pr«  =  T/,  V0*pTA.1  = 

W,*p  — W«p=T7'  V,-/; ,_pT,  —  r, -V^pT,- '  = 
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'        -O, —  topx  —  ppjyk 
y,      yt  +  pxk 


R;Ap —   VrtpV/;-,-      „-■  V,-fcp  — 


p-'  "  (' A-p  ■ 


Si*p=Tjt'  RrtpT*=  r/,R,7,pT^1  = 


yk    y,,  +  px, 

Xt  pX/; 

yt         p-'yt, 
xk     —  p-1  xt 

yk    —  py, 

&i    —py>. 
y,         p~lxk 
xk    —p. y, 


yk  p~lXj 

T,<-w,',-)Wô'  Ri*-)  =  Ria)  '»?>'  mk,-y=-, "a  »»,>»' a  v  S<> 

c  -1-1  .'-  .'''- 

■'V,  «V 

.1/  // 

Il  sera  souvent  commode  de  négliger  le  dernier  indice  dans  les 

«,>,  i>,y,  m,t,  V,A  ,  U,Ap,  W,A   et  dans  la  substitution  mip  du  n°  2. 


7.  Il  est  utile  de  réunir  ici  certaines  relations  entre  ces  substitutions 
et  les  substitutions  mif  (p  dans  3';  cf.  2),  />>„,,  (0*H  =  i)de  H  (')  : 

Tj=«&  =  VSp=I,  T?=/K,-,_,  (Si    />  =  2,    T;  =  .), 

V*  V--*pT?=  V«,_p,  IÎ*V.,*pTÎ=V>*,_p  I/o); 

*  OAp  ==    *  (>k,rn  Û  *' .     »'   '"  —  1 .       .     ■  î  ^  J  J  • 


(") 


d'où 


'0*p —    »0/,-i_p  «'A-.r,'  '0*p     - 


"u/p —  Uoi1_p«*,_ir|épp,  UoAp: 


i  pour  p  >  2, 

<'A,r/,pp  POU!'   /J  =  2, 

î  pour  p  >  >. 

«*,-T|App  pour  />  =  2, 


(')  Les  formules  (i.3),  (16),   i8),  (20),  se  tirent  des  formules  (12),  (i5).  (17), 
(19)  respectivement  en  transformant  ces  dernières  par  des  t. 


(12) 


(i3) 


(i4) 


(,5) 
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Vikpua  —  ",/,  V'a-p,  V,*peAx=  e*xY/*p         (7  =  0). 

»/.;'  V/Ap«AX=  VrtpU/A,_XpU/,_Xpp,  «\x'  V,*pC,X  =  V/ApW,/t,Xp^,Xpp, 

U/*p«*X  =  «aU;*p      (y'  =  °)>  ''*X    t'/A-p  ('ri=    lUpV,7,,_ApH,-,_Àpp, 

W,tp  .',•).=  ça W,Ap,  «rt'W;ip«ri=W,t()V/,ap    ^,xPp, 

^oA-p  V0au  =  VoAp-Kj  P*,— ri(p(jû+p<ru)  —    »oAu  *oAp  P^tOTKpu-àp), 

I  'ii/.p  UoAu  =  U0/f,p-i-(T«A-.-n(po-u-i-piTU)      =  U0A-u  L  0Ap  MA:,f0Y|(p<r-<ip)  (    ): 

VttpVJ,a  =  V„BVttp       (/-=/  ou  *=/) 

VttpV/*)r=VltoVttp  ('-/    OU      1  =  /) 

V/A  V,apVa7u  —  V,-<pV,/, -pu 

V /Au  Ui'A-p  V ,a«j=  U,A-p  M/.pà+pff 

u,Ap   v,7u=  v,/u  u,ap     (*^0 

U«P    U,/u=  U„a  U,A-p      (k^lou  k=l) 
WMp  W,7u  =  W,7uW,tp       (*?=/ou  *=  I) 


(i,  *,  l^o), 


(.6; 


w, 


Ap 


v« 


V/A-uW„,f 


-/), 


Ua/u       V/fcp       I'a/U V,Apl-l,/._pu 

WïA   U,-ap  Ww,=  Drtp  V,v,_pu 
Vâ/u  W,Ap    Va/u=W,apW,/,_pu 

Wâo      V*<p   W,a,=     Vjtfp      C/,-pu-po 


(i,  A,  /  z-  o), 


(-7) 


'o*p 


V,7cu —    V,Au  V0/,p 


(t,  A-jzf  o), 


(18) 


('9) 


''o/U  L'„A-p  *oi'(J  —  U0A-p  VA(,T,(,ipU 
UiT,ù  UoApL'oiU  —  LI0Ap  «J/f/.Yjo.pu 
1\a!;    V0A-pU/A-ff~  V/*,mppou U0/,_ pff V0A-p 

UnAp    U/Jtff=  U,'ft<j  l  0A:p 

I  'oAp    V/Uu—  Vat/o  U„A-p 

V0ApW/Au  VV«ffV0Ap 

VîiuUjtp      V,AU  =  l'/A-.-YÉppiI-J  Uo/.p'T       ''o*p 

VV,7,uU0Ap'W,7,u=  V*l,-ïippiJO    ^  „;.-paU0A-p 

Va,Îj  V0A-p     Vaiu~  Wai .i1?-,tj      V„,       ou^i.Ap 


t,  '  OT,pT/=  Wl/,p    i,  rw,p'  Mfl  "'ip—  «l.Xpp, 

»»7<r    V/fcp  !«/,,=    V,A.pu,  »**(J  Vy/.pmAu—   V/#,pe 

(  j,  /,    .-  o;  p,  a  (huis  S'), 


C  /.  ^o), 


(7=o). 


(•)  D'après  (u)  et  (  i4)  on  peul  omettre  les  générateurs  u  -i  n  est  impaii 
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(20) 


J.-A.     DE    SEGUIEI!. 


wrp'  c,).w,p  =  (',-,-A(Pp)-., 

"Ta1  Uijç>mia=  UlV-,_pa     (/  =  o),         77i^  Witp»i*ff=  Wrt>p(r, 

»îi91U(»*p»îo8=UoMp  (S71*1  r=[), 

(;',  /.  ^£  o;  p.  a  dans  £'), 


I>;A  p  S,4,j  —  S ,'/, .T  R,-<-p  — 


(ai) 


Xi  piy, 

y,     —  (po-)-1^, 
J"a-     — ffp"'   7* 


—  ~,T/,-  '  nij .pjflij.^p-i, 


*  Oi,p,p-'L'oi.  -i  "f.-popi  '  *  0',— Pip-'  —  ~i     "j',p0pl(pp|-1'WjpwlO,pp-''wi,p,  ''(',— p0p,ippr'- 

(P  =  Po-+-  '-'pi)- 

La  première  formule  (21)  donne,  pour  o,  =  p,  l'expression  de  m,x 
(A  réel)  par  les  V  et  les  t,  et,  pour  p  =  1,  celle  de  mipm^  par  les  géné- 
rateurs de  H„;  la  seconde  donne  l'expression  de  Bt,.»i,;.H  par  les 
mêmes  générateurs. 


8.  H°(«, -)  dérive  des  ~,  des  u  et  des  V[H0i,-)=i, 
H0(2,iï)  (2,3,4)],  et,  si  11  est  impair,  on  peut  [d'après  (i4)] 
omettre  les  u . 

Il  suffit  de  montrer  que,  a.  étant  dans  H°,  on  peut,  en  la  multipliant 
à  droite  par  des  t.  u,  V,  la  réduire  à  une  substitution  de  H,  (5),  et  l'on 
peut  supposer  ra>2(4).  Les  a,.,,  (3,-,  où  1 '  =f=  o  n'étant  pas  tous  nuls 
[si  y]  =  1,  cela  résulte  de  (4)],  on  peut,  en  multipliant  au  besoin  à 
droite  par  une  V  ou  une  U,  rendre  non  nul  asl  si  n  >>  3,  ou  a0l  si  n  =  3. 
Si  n  est  ;>  3,  en  multipliant  encore  à  droite  par  une  V,,,  on  rendra  a„ 
égal  à  1.  Si  n  =  3  et  p\,  —  o  ou  au  réel  ^  o,  on  arrive  au  même  résultat 
en  multipliant  à  droite  par  u-neU01  ou  une  m&.  Si  «=3  avec  a.ll=r0-{-uri, 
(!$,,=  sB-h  w.$,(les  r,  s  étant  réels,  et  /-,  ^  o),  on  peut  réduire  s,  à  o  en 
multipliant  à  droite  par  une  v,  puis,  si  (3„  est  alors  7^0,  rendre  a,, 
réel  ^  0  «mi  multipliant  à  droite  par  t,  :  on  est  ainsi  ramené  au  cas  pré- 
cédent. Soit  donc  a„  =  1.  En  multipliant  à  droite  par  des  V  ou  des  W, 
on  pourra  maintenant  annuler  les  a„,  p\-,  où  i  ^  1  (y  compris  a0l). 
Alors,  d'après  (  ï),  p\,  est  réel,  et  l'on  peut  l'annuler  par  une  c,  ce  qui 
entraîne,  d'après  (G),  j3'n=  1.  On  pourra  donc,  par  les  V  et  les  U, 
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annuler  les  %lt  a*  où  i±  1.  Alors,  d'après  (  5  ),  a„  est  réel,  et  l'on  pourra 
l'annuler  par  une  u.  Or,  d'après  (4),  (5),  (6)  où  l'on  fait  un  des 
seconds  indices  égal  à  1 ,  la  substi  tution  obtenue  est  alors  dans  H,(c/.  3). 


M.  Il  est  utile  pour  la  suite  d'indiquer  ici  les  modifications  produites 
par  le  changement  de  variables  qui  consiste  à  remplacer  y,  par  —  i  wy, 
pour  1  =  1,  . ..,  v,  et  x  par  v.x  (je  supposerai  /./.  =  c),  en  conservant 
a;,,  ...,  a\.  Je  considérerai  ce  changement  de  variables  comme  une 
substitution,  et  je  désignerai  par  les  mêmes  lettres  surmontées  d'un 
trait  ce  que  deviennent  les  objets  précédemment  considérés  ('  ).  On  a 
alors 

Les  équations  (4),  (5),  (6)  qui  remplacent  respectivement  (4),  (5), 
(6)  s'en  déduisent  en  y  remplaçant  partout  :  i°  le  signe  -  par  -4-  ; 
20  o>  par  ic.  On  a 


m,p=  niip, 


7?i0ij=  m0o, 


V,*.=  V, 


*P 


(/,  k^éo); 


CiJ 


=  Ci  m 


11,; 


la 

xt    xi —  yi 


t,= 

xt 

J't 

Ji 

X, 

il 

y, 

Y>  — 

X 

a 

Je  poserai  aussi 


Vfep  =  Vttp        (1,^0), 


vo*,£=v°*p^r 


X  -\-   -  Xk 
y. 


U«p=  '■■.  ^ 
Wî»p=  '  \      '■ 


yk     .'•/.  —  2/p.r  —  ppxA. 

I      .1 


=  '»    V,  U,Àp»l     0)1 


"'  '(tfW/tp/n    ,„. 


(')  On  ne  confondra  pas  lesm,,^,  «  .  ..  avec  les  transposées  de  01  ,t,,  u 


j96 


R/*p —  R<Ap —  R(7, 
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xt  P      Jk 

y,       ?-lXk 

xk    —  p    y, 
yk    —p-'.Cî 


S,7p  —  <yt  R/*pl*  — 


m  '„,  Sa -r,  m 

k    —  r        /. 


10.  Désignons  par  HJt(n,  w)  =  HJA  =  H",  ce  que  devient  H°(4,  -) 
quand  on  y  remplace  a?„  /„  x„,  y,  par  x„  y„  xk,  yk  respectivement, 
et  par  H°0,(«,  ti)  =  H°„=  HJ(-  ce  que  devient  H°(3,  tu)  quand  on  rem- 
place a;,,  y,  par  .r,,  j,.  D'après  le  n°  6,  H°(«,  tu)  est  le  p.  p.  c.  m.  des 
H°;  où  t,  7  =  1,  ...,  v  si  n—  2v  et  i,j  =  o,  ...,  v  si  «  =  2V  +  i.  On 
peut  simplifier  ce  résultat  en  remarquant  que  j  H?,,  H°,  ;  contient  tou- 
jours Ua(i,  k,  /  distincts  >o).  En  effet  j  H",,  II»,  ;  contient  t„  ta,  les  u, 
et  les  uk,  et,  d'après  (i5),  (18)  et  (17),  on  sait  exprimer  Vtt_p(7(i>o) 
par  des  éléments  de  H;1,,  H;,  et  V,,^  par  des  éléments  de  H",,  H°0. 
Donc 


H»(2V,   71) 

H»(2V+1.   7T) 


1  H"     II" 

I  UO        uo 

|    "*0  1  1    '* 1  5' 

|H51,H»(av,W){. 


110         /  —  1  uo      un  uo    1 

■  !     "ï-l.ï    |    |     "121     "l  3 nlV    |! 

UO  (   i    UO         IJO  uo     I 

■  1  "v— i,v  (  —  I  "on  n02 nov  J 


1  1.   Les  cas  n  =  3,  4  s'imposent  donc  à  l'attention. 

Soit  d'abord  n  =  4  ('),  et  v  le  p.  p.  c.  m.  des  Y)2,  V2I,  w  =  i\'  ct, 
celui  des  U,  .,,W(.,.  D'après  le  n°(>  H"  =  j  v,  w\.  Désignons,  en  général, 
par  hxy  =  Zsxr,  UXJ  les  groupes  semblables  à  L(2,  iu2),  U(2,  -•)  opé- 
rant sur  les  variables  x,  y  (S.,  74),  et  considérons  les  substitutions 

5x,*,*r.V,-  c'  est  formé  des  s  où  .s,r  parcourt  UXjXi  (S.,  83).  Z)o»r  c  <\s7 
isomorphe  à  U,.^,  V,Ap  ofe  p  correspondant  à  \.r,,  x,-+-  oxk\  de  \JXX  . 
D'ailleurs  fntp  est  permutable  à  v  et  transforme  les  substitutions  de  v 
comme  |  a;,,  px,\  transforme  les  substitutions  correspondantes  de  UX3.. 
Donc  )ç,mu'  j  =Y  est  isomorphe  à  L,.,^  et  formé  de  toutes  les  s 
de  H.  Le  p.  g.  c.  d.  de  V,  H\  formé  des  wre*,  de  déterminant  1,  est 
;  i-,  m,,  ;  =  V°,  isomorphe  au  diviseur  de  L,  r]  formé  des  substitutions 
de  déterminant  réel. 

Comme  U(2,  rr)  est,  dans  L(2,  tu2),  le  seul  diviseur  normal  de  son 


(')  Cf.  Dickson,  Linear  groups,  134-136. 
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ordre  contenant  le  central  de  L(2,  tt2)  (S.,  83),  le  normalisant  V 
de  V  dans  H  et  celui  V°  de  V°  dans  H°  divisent  respectivement  les 
normalisants  v  et  v"  de  v  dans  H  et  H°. 

Déterminons  d'abord  p°.  On  a  (avec  les  notations  du  n°  5) 


Vl2p«: 


xt  X,  —  pa',  j/i -h  pan  a;, 

/i  Y,—  pPi,yiH-pPii*i 

a;s  Xj —  p«jS7t+  9auxt 

y,  Y,-p(3;2y,  +  p(321^2 


et  a-'  V,2pa  se  réduit  de  V,,pa  en  remplaçant,  dans  les  fonctions  sub- 
stituées aux  variables,  X,,  Y,  par  x„  y„  et  xn  y,  par  X,',  Y,'.  Iden- 
tifions maintenant  a-'V^pix  avec  une  .s  de  v.  J'appellerai  dans  ce  qui 
suit  coefficients  significatifs  les  8  coefficients  qui  jouent  le  rôle 
des  aik,  fJ'tt  dans  une  substitution  quelconque  de  H.  Les  coefficients 
non  significatifs  d'une  s  étant  toujours  nuls,  les  8  équations  didenti- 
fication  relatives  à  ces  derniers  sont  linéaires  homogènes  en  p  et  p. 
Comme  p  est  arbitraire,  ces  8  équations  en  fournissent  16  qui  se 
réduisent  à 


(22) 


\     0f.u  «,  2=  *ii«îs  '—  «2laiî=  a21aï2  °1 

|  ?„?;,= p,,p;,= p..  p;,=p.,p;,=o. 


Les  8  équations  relatives  aux  coefficients  significatifs  donnent,  en 
éliminant  ces  coefficients  (conjugués  deux  à  deux  au  signe  prés  lors- 
qu'il s'agit  d'une  s  de  v),  l\  équations  linéaires  bomogènes  en  p  et  p, 
d'où,  comme  tout  à  l'heure,  8  équations  qui  se  réduisent  à 


(23) 


<zn(3'124-a2l(3;2  =  o,  «m Pu  -t-a't»P«=0' 


En  remplaçant  Y,., p,  par  V2ip,  on  obtient,  au  lieu  de  (22),  (23),  les 
équations  suivantes,  qui  s'en  déduisent  par  permutation  des  indices  1 
et  2, 

/  l  a„atl  =  aMail  =  a„a,I  =  a,îa'11  =  o, 

''"'  !  p«p;,  =  p«p',i  =  p..P',.  =  p..P'u  =  o. 

(a5)  9t„P'tl   h«„P',,  =  o,  iPhH   «',tP«  =  °- 
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Je  dis  que,  si  un  seul  des  coefficients  significatifs  de  a  est  =f=  o, 
a  est  dans  V°.  En  effet,  soit  d'abord  a,,^o.  Alors,  d'après  (22), 
a'12  =  a22  =  o.  De  plus  (3n  =  (32)  =  o,  sans  quoi,  d'après  (22),  (3'12 
et  P22  seraient  nuls  et  la  quatrième  colonne  de  a  serait  nulle.  Donc 
3,2=(B22  =  o,  sans  quoi,  d'après  (24),  (ï21  et  {}',,  seraient  nuls,  et  la 
forme  h  des  deux  premières  colonnes  de  a  (1)  serait  nulle.  Enfin 
an  =  oc'2]  =  o,  sans  quoi,  d'après  (24),  a,2  et  a22  seraient  nuls,  et  la 
forme  h  des  deux  dernières  colonnes  serait  nulle.  De  plus,  les  rela- 
tions (6)  [dont  (23)  et  (2.1  )  font  partie]  donnent,  en  posant 


a,,a22—  «,,«.,--0,  (3nPss — pi2P2i=ô' 


fi 


«lsô'=r— p'2])         «2IÔ'  =  — (3'12,         a2,ô'=pM. 

d'où  oS'  =  1 .  Or  §§',  déterminant  de  a,  est  égal  à  1 .  Donc  0  et  S'  sont 
réels,  et  les  relations  précédentes  montrent  que  a.  est  une  s  de  li°  donc 
deV». 

Si  al2  est  =£  o,  on  voit  de  même  que  R)2(  a  (R,21  fait  partie  de  t>) 
est  dans  V°,  donc  a  dans  R;*,  Y0  =  Y0. 

Si  P'(1  ou  P'ia  e.s/  ^  o,  on  voit  de  même  que  (t,  T,)~,aTl':2  (7,T2,qui 
transforme  Y(2p  en  V~'p  et  V2ip  en  V"1-  est  permutable  à  r)  est  dans  V°, 
donc  a  dans  t,t2  Y"(t,t2)-'  =  V°  (t,t2  est  permutable  à  j/nu'J  donc 
à  (m,,!). 

Si  f/cwc  a22,  a2l,  (32,  o«  pi,  es/  =£  o,  a  est  aussi  dans  V°,  puisque 
les  équations  (22)-(2.5)  ne  changent  pas  quand  on  y  échange  les 
indices  1  et  2. 

Supposons  donc  nuls  tous  les  coefficients  significatifs  de  a.  Alors 
T,T2a,  dont  les  coefficients  significatifs  ne  sont  pas  tous  nuls,  est 
dans  V°,donc  a  dans  (TtT2)-'V0.  Donc  r°  =  |  V°,t,t2  j,  et,  T,T2étant 
permutable  à  j  ///,,  |,  p°=  V". 

Comme  mu,  est  permutable  à  p,  à  V°  et  à  V,  et  que  H  =  |  H°,  m,,.  J, 
il  est  clair  que  v  =  |  V,  t,t2|  =  V.  Donc  (H,  V)  =  (H°,  V°),  et  v 
ou  V°  a  les  mêmes  conjugués  dans  H  et  H°. 

Toute  similitude  <7  de  V  étant  dans  un  complexe  pmf,,,  amn''  est 
dans  v  et  est  par  suite  une  substitution  s  où  sr  ,.  est  dans  (J    . ,  d'où 

I  'l'a  -*i',7 

p-=  1,  >'*  =  1 .  Donc  7  est  dans  v  et  clans  D,  et,  comme  v  contient 
d=  H^.M,  le  p.  g.  c.  d.  de  p,  J  est  D.  D'ailleurs  (t,t2  )2  =  d.  Donc, 
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en  remplaçant  partout  les  lettres  v,  V  par  v,  X>  pour  indiquer  qu'on 
regarde  les  variables  comme  homogènes,  les  normalisants  respectifs 
de  «  ou  ■$"  dans  3C  et  x0  sont  x?  et  t?°,  et  (je,  <?)  =  (je°,^°)  =  (H,  V). 

12.  Soit  «  =  3  et  v  le  p.  p.  c.  m.  des  V0I ,  u  =  tj^pt,  celui  des  Uol. 
t'est  un  gx»  sylowien  de  H°  dont  le  central  est  le  g^  p.p.  c.  m.  des  u{  (  7). 
Cherchons  ici  le  normalisant  a  de  u  dans  H.  u  est  permutable  à  rn0,^-< 
(on  verra  dans  un  Mémoire  ultérieur,  que  ;  «,  m0,.—<  [  est  le  diviseur 
fixant  le  point  100  dans  H)  et  à  mu.  Donc  u  contient  ;  a,  mtil.*-i,  mv.  j. 

Pour  que  a-'  U„ipa  soit  de  la  forme  U01(7w,>,,  on  trouve,  comme 
pour  n  =  4  (  l'élimination  des  coefficients  non  nuls  de  U,,aw,>  est  ici 
inutile),  (x0)  —  3, ,  =  a,,  3,0  =  o,  et  comme  (6  )  donne  a, ,  3M  =  i,  il 
faut  que  3,„  =  o.  Les  autres  conditions  (4)-(6)  deviennent  alors 


«'n  P'ir 


?!i  «îi  +  w«ôi  «oi : 


aooaoo='i  aio  (3ïi  — *—  w«oo«ii=  o. 


Comme  a00a00=  a,,  3',,=  i,  on  peut,  en  multipliant  x  par  des  puis- 
sances de  m0,'-->  et  de  mu',  réduire  a,,,  3M  et  a00  a  i.  Les  conditions 

précédentes  expriment  alors  que  a  est  dans  «.  Donc  m  =  \u,  mtl'*->tmit>\, 
et  (H,  u)  =  z3  -i-  i.  Le  p.  g.  c.  d.  de  u,  H"  est  évidemment 
|  a,  m0,r-',  mu  [  =  u",  et  (H°,  u")  =  z3  •+-  i  (d'ailleurs,  p  étant  un  g^ 
sylowien,  on  savait  a  priori,  qu'il  avait  les  mêmes  conjugués  dans  H 
et  H,). 

Remplaçons  les  lettres  p,  w  par  »,  »  pour  indiquer  qu'on  regarde  les 
\ariables  comme  homogènes.  Le  grt»w,  toujours  ici  premier  au  gw+,J, 
est  isomorphe  à  u.  Mais  u  contient  J  (a  priori),  et  u°  contient  J". 
Donc  (k,Ù)  =  (.tc°,  «")  =-]+i  =  (H,  V). 


13.   Supposons  n>/\,  et  soit   P  un  diviseur  normal  de  H  non  con- 
tenu dans  J.  Si  a  est  dans  l\  r  contient  aussi  (les notations  étant  celles 

du  n"  3) 

./        X,  +  XYf—  '/.z,,v, —  À-,3,,  )■, 
y,     Y,-/-,,    ,.. 

yj   ij-Wjtyi 

Joum.  de   Math,  i    ■  série),  tome  II.  —  l  'asc.  l\,   rgiô.  >9 


",-,    J    "A    = 


3oo 


(I,.*^0) 


Ui*p«  u,/,p= 


(,/V<\  X) 
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.v,  X,-  -(-  pXt—  pa„  .rA.  +  pa.'u.  y, —  p-  <Xktxk  +  ppa'j,  ,,  ) 

j,  y,-  —  p|3„-  x*  -+-  p(3;A  j, 

a"*  -^/.  —  px,,,-xk-¥-  pc'Ut  i , 

//,  Y/,  —  p  Y,  —  p$kixk  -+-  p(3'**7i  +  pp  (3'„  ■'•/,  —  p!  Pi* j, 

•^y  Xy  —  ?<*jixk  -+-  P<*'jk} '• 

y,  tj—pfoiXk  +  pPjkyi 

x(  X.i  -t-pYA— p<xu  yk—p«ik  yi  —  p- 13/,,//,-  —  ppfiu< y, 

y,  Y,— pP„r,,— p(3,7.y,- 

xk  X,,  +  pV,'  —  p<xkiyk  —  p»kkyi  —  pp(3«  yk  —  p*  (3«*  y< 

jA  Y/,—  p|3  /,,-//,  —  p|3**/,- 

a?ji  X,  —  pa/,-  v*  —  pa,  j  j  ,  (,/x  ('.  k ) 

yj  Vj—pÇ>jtyk—faJky, 

Xi  Xi-\-p«'ilxk-¥pa.'ikxi 

yt  Y,  +  pX^-i-pP;, ,xk  +  p^'kixl  +  p*  <xkixk-hpptx'kkXi 

xk  Xk  -h  px'kixk  ■+■  pa.'kk  xi 

)-,.  Y,,  +  p  Xi  +  p$'kixk  -+-  p$kkXi  +  pp<4  xk  +  p2  a;7,  j-, 

,ry  X,  +  p«yÉ a;*  -h  p<x'JkXi 

y,  Yj  +  pPjtXk^-pP'jkXi 


(y^i,*) 


ainsi  que  les  substitutions  v.-{  u}tx  a.ult,  a-1  V,"/p  aV,,p,  a_lU,VpaU,,p, 
or'Wâ'p'aW,-,.,  qui  se  déduisent  dss  précédentes  en  y  remplaçant, 
dans  les  fonctions  substituées  aux  variables,  X,,  Y,  par  xn  y,  et  x„  y 
par  Xi,  Y:  (3). 

Tout  d'abord  Y  contient  des  a  qui  ne  sont  pas  des  multiplications, 
car  les  conditions  que  a,  u,,'  y-i(„,  V^'paV,/p  (i~o)  soient  des  multipli- 
cations donnent  respectivement  a,-,pV  =  i,  «,-,-=  (^,,  a**  =  k,„  oc00  =  a„ 
(si  y]  =  i),  donc  a  =  i  ou  <L 

Soit  donc  a  une  substitution  de  Y  autre  qu'une  multiplication. 
Si  yj  =  i  et  si  tous  les  coefficients  non  diagonaux  autres  (pie  les  a,„,  (3,0 
sont  nuls,  les  équations  (4)  et  (6)  (pour y  =  o,  A  =  i,  ...,  v)  montrent 
(pie  ces  derniers  sont  aussi  nuls.  Donc  un  des  autres  coefficients  non 
diagonaux  est  =fc  o.  Donc,  en  transformant  au  besoin  a  par  une  T^t' 
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(r,  s  =  o,  i),  on  peut  supposer  qu'un  des  ayl,  (3y,  autres  que  a, , 
es^^o. 

Je  dis  maintenant  que  V  contient,  hors  de  J,  une  a  où  les  ayl,  [3yl 
autres  que  oc,,,  [3,,  soj?/  £oms  hm/s,  ^» , ,  e/a«/  ^  o.  Prenons  en  effet 
dans  T,  hors  de  J,  une  a  où  ces  a,,,  (3yl  (J  =£  i)  ne  soient  pas  tous  nuls. 
Si  a0,  est  le  seul  d'entre  eu\  ^  o,  a,,  et  (3,,  sont,  d'après  (4),  tous 
deux  =^  o;  une  transformée  (')  de  a  par  U0IÇl  [où  [3,,,  ocy),  3yl  (j  >  i) 
sont  conservés  tandis  que  a0l  est  remplacé  par  a(ll  -+-  p3((]  aura  donc 
la  forme  voulue  (elle  ne  sera  pas  dans  J  puisque  (31(=^o).  Si  un 
des  «y, ,  (3y ,  où  j '  ^  o  est  ^  o,  on  peut,  en  transformant  au  besoin  par 
une  ij,  supposer  que  c'est  un  3yl.  Soit  donc  (en  transformant  au 
besoin  par  une  T2y  )  (32l  ^  o.  Si  maintenant  (3,,  =  o,  on  le  rendra  =^  o 

en  transformant  par  une  V2ip  telle  que  pp322  s°it  7^  ppi2  -*-  ??2u  ou 
bien  par  les  trois  opérations  suivantes:  i°une  transformation  par  U,2? 
qui  rendra  a, ,  arbitraire;  20  le  remplacement  de  a  para-1  «7>!  0LUa  qui 
substitue  X(i  —  a, ,  a, ,)  à  a',,  ;  .3°  une  transformation  par  t,.  En  trans- 
formant alors  par  des  Vw,  Uly  où  y'^i,  oh  annulera  les  [3y-,,  ayl 
où  j  =f=  1  sans  altérer  (3 , , . 

Dès  lors  Y',  se  réduit  à  —  (3,,  a?,  +  a,  ,y,  et  a-1  u,*  a«lk  à 

.r,     (n-X«i,pMH-  XsP„pi,)a;1-i-À(i  —  a,,«„  —  X«„(3„)->', 
7,  X  (3U p,,   ^4-^(1  —  >«uP„)^t 

les  variables  non  écrites  étant  inaltérées,  et  S,,^:o.  D'après  (4), 
a, ,  p,  |  =  pu  a, ,,  en  sorte  que  les  coefficients  de  3  sorc/  réels  comme  il 
le  faut  (5).  Donc,  en  prenantau  besoin  [3  pour  a,  on  peut  supposer  k,  , 
et  [3, ,  rée/s  ^  o. 

Soit  alors  U'  =  U(2,u)  (5)  le  groupe  des  substitutions  deH°(«,  -) 
qui  laissent  inaltérées  les  variables  autres  que  .r(-,  yt (1  ^  o),D'  =  j/»,,-,) 
son  g,  normal  et  J'  le  p.  g.  c.  d.  de  T,  J.  Comme  (3  est  dans  U',  hors 
de  DM'  (en  supposant  À^o),  le  p.  g.  c.  d.  de  P,  UM',  normal 
dans  UM',  est  >  DM'.   Donc  le  p.  g.  c.  d.  de  V  |.l',  U'J'|  J',  normal 

(')  Celle  transformation  de  a  et  celles  qui  vont  suivre  produisent  sur 
les  Xji,  (3yl  où  j  /.  1  les  mêmes  changements  <] m-  la  simple  multiplication  ;\ 
droite  de  a  par  la  transformante. 
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dans  U'J'|J',  est  >D'J'|J'.  Or,  si  t.  est  >  3,  U'J '|.I'  est  simple. 
Donc,  si-  ]>  3,  V  contient  U'  et  de  même  U2,  . . . ,  Uv. 

Soit  (V abord  ir>3.  F,  contenant  les  mt  et  les  p,  (qui  sont  dans 
les  U'),  contient  m},1  V^m^V^  =  VM  ?|>_„  [cf.  (19)]  et 

"îixVoip/wrx'Vol^Vo^pxVii^Vo^p^-DPi^d-xipp        [c/.  (19),  ("0.  (i4)], 

et  par  suite  tous  les  Vy*  (y='o).  Etant  normal,  il  contient  encore  les;/,. 
Il  contient  donc  tous  les  générateurs  de  H°  (  G,  8).  Donc,  pour  -  >  3, 
tout  diviseur  normal  de  H  non  contenu  dans  J  est  >H°.  On  voit  de 
même,  en  remplaçant  dans  ce  qui  précède  H  par  H°  et  J  par  Jn,  que, 
pour  it  >  3,  tout  diviseur  normal  de  H°  non  contenu  dans]0  coïncide 
avec  H°. 

Soit  -x  13.  On  sait  seulement  alors  que  T,  diviseur  normal  de  H 
non  ^ J  (ou  diviseur  normal  de  H"  non  Si"),  contient  (3  où  l'on  peut 
supposer  a(t  et  (3,,  réels  ^  o.  Donc  a, ,,  (31(  et  A  (supposé  aussi  7^=  o) 
sont  égaux  à  ±  1 ,  et,  en  posant  a.tl$u  =•-  S, 


Xi     {là  —  i)r,  —  ôyt 

y,  Àaj,-t-(i  — X3)j, 


(A: 


0- 


5o//  t:  =  3.  En  prenant  A  =  0  et  A  =  —  0  on  a  deux  substitutions 
qui  engendrent  le  g8Q'  normal  dans  U'  (S.,  83).  Donc  V  contient 
Q,  et  de  même  le  g8Q'  normal  dans  U'.  Donc  F  contient  les  t,, 
les  m-i,  et  par  suite,  comme  pour  -  >  3  (en  supposant,  ce  qui  est 
permis,  /;  =  o),tous  les  VyA.  (_/>o).  Etant  normal,  il  contient  encore 
les  UyA,  Wy/t  et,  d'après  (12),  les  u,,  v,.  Il  contient  donc  tous  les  géné- 
rateurs de  H„((>,  8). 


Soit    r.  = 


2. 


Alor: 


.v,  ■'', 


=  t,  w, 


et  contient 


t,  //,,  =  (>,,  t,-,  donc,  si  /;  >  '|, 

(t,-  «,i  )_1  V,"4  t,  «,,  V,*p  =  Wrtp  (v,,  =  r/,,-  W«p, 

Wrtp  cAi.  r,, ,  W«(j  =  \V«  p+(I      (/,  £  ^ o) 


donc 


dans  toutes  les  W,A.,  V,/t,  LJ,/f,  donc  aussi  les  VoA.p  Vto  V~/p,  donc, 
d'après  (  t8),  les  Ycl,  et  aussi,  d'après  (i3),  les  un  »',,  donc  les  t,-.  Donc, 
pour  n     \,  I'  =  II". 
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3o3 


Ainsi,  en  exceptant  le  cas  où  -  =  i  avec  nS'i,  tout  diviseur  nor- 
mal deH(n,  ~)  ou  de  H°(/i,  t:)  non  contenu  dans  J  est  JH°.  Alors 
3t0(n,  k)  =  H°\  J°  est  simple,  et  J  est  le  central  de  H,  J°  celui  de  H°. 
H°(2,  2)  =  U(2,  2)  est  isomorphe  au  g0  symétrique  (S. ,83),  et  Ton 
va  voir  que  le  g2)6H°  (3,  2)  est  résoluble  (  '  ). 

On  vérifie  d'ailleurs  directement,  en  développant  les  conditions 
a  V/n  ==  VMX  a,  a  U,a  =  U,-A>  <x.(i,  k>o),  ou   en  se   servant  (pour  ;', 


MX 


k=£o)  des  expressions  données  de  V(/ijaVM>,  LfâîaU,^,  que  toute 
substitution  a  permutable  à  chaque  substitution  de  H  est  une  simi- 
litude. Donc  le  centralde  H'  est  V. 


ii.  Soit  donc  -  =  2,  n  =  3.  Alors  u2  -f-  u  -1-  1  =  o,  co  =  1.  T  con- 
tient 


P        *oipP  »  oip  — 


.r,       x{  -+-  uyt  -+-    p.r 
y,     ux.-h    j,-t--jpx 

*  p37, -I-  UO^'i 


Prenons  les  variables  y  =  u;r,  +yn  s  =  x,  -4-  o  y,  (a?,  =  y  4-  us, 
y,  =  uy  -+-  s)  qui  ramènent  /«  à  la  forme  £  =  xx  -h yy  +  3z(  c/'.  2),  et 
convenons  de  désigner  par  les  mêmes  lettres  les  substitutions  de  H° 
et  leurs  expressions  respectives  par  les  variables  de  E°.  On  a  alors 
(Tordre  des  variables  étant  v,  y,  s)  : 

(3  =  1*,  uy,  ùi  |.  p-«Vi5«ppV,fp=  |  p*,  p*,r  |, 

(p-«V5?pV,M),=  6  =  |y,  «,*|. 

T,  contenant  0  et  3  =  3,  (0:l  =  33  =  1),  contient  aussi  0(36"'  =  |  ux,y,  us  | 
=  (3,,  ô-1  36  =  |  mx,  uy,  s|  =  3s  et  p,Pj  =  |ua?,  uy,  uz|=o  qui 
engendre  J".  Il  est  clair  que  ;  0,  'j  ;  est  un  g,,  abélien  principal,  normal 
dans  le  g,-  ;  S,  3,  0  !  =  1  3,  0  !  =  I'  défini  par  les  équations  de  :  S,  3 
jointes  à  O3  =  1 ,  0  '  30  =  3o,  Oo  =  oQ.  Je  dis  que  P  est  normal  dans  A". 
Comme  «,,  =  T,  3,  il  suffit  de  montrer  que  I'  est  permutable  à  t,  el 
à  Y,,, p.  Or,  en  posant  t,  =  -,       '-'       \x,  z,y\,  h"J)  '  =  '1,       \  z,y,  x\, 


(l)  D'ailleurs  216  •  .  •'.  el  toul  groupe  donl  l'ordre  n'a  que  deux  facteurs 
premiers  distincts  esl  résoluble,  d'après  un  théorème  dû  à  M.  Bumside  [P,  /. . 
M.  .S'..  >.-  série,  t.  I,  ro,o4,  p.  38g  |. 


3o 

4 

e- 
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'  01  p  ^    »  p: 

on 

a 
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v; 

'  .^ 
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*,*l  (r,r2  =  :, :,  =o>  et 

:  |  a;  -t-  p_y  +  opz,  p.c+v/  +  ;,  upa:  -t- 


u  y  ■ 


Ç,P,Ç?=PÎ,         Ç,(3*Ç,  =  j3?         (i.  /■•  /distincts), 
Vlte\lz=B1^i,         Vû'(3Vu=9î|3s,         V^'ÔV.J=Ô(32Ô, 
.  V        —  V  V  u    — V  V3 — V.  V-' — V..V. 

.4;>wf  P  es/  normal  dans  A0.  Z>e  />/ws  j  V, ,  Vy  |  =  O  est  un  g%  des 
quaternions  défini  par  V*  =  V*  =  i,  V2  =  \'\  (  =  p'(  =  vit  ), 
Vu1  V,  Vy  =  V',  et  A0  =  PQ.  Les  équations  de  A0  résultent  évidem- 
ment de  ce  qui  précède, 

Tout  diviseur  normal  X  de  A"  non  contenu  dans  J"  contient  le  g21 
sylowien  normal  P.  En  effet,  l'ordre  du  p.  g.  c.  d.  de  F,  P  est  >•  i, 
car  les  équations  précédentes  montrent  qu'aucun  diviseur  de  Q  n'est 
normal  dans  A0.  Donc  T  contient  J°  (E.,  152).  Or  on  vérifie  de  suite 
sur  les  équations  précédentes  que  tout  diviseur  normal  >  i  de  A0 1  J° 
contient  P|J°  ('). 

On  remarquera  que  le  g54  J  P,  C  !  contient  a,,  =  Ç(3  =  |  x,  us,  uy|, 

vlt  =  ÇÇ=\x,ùz,uy\  etVJ  =  P1(  [cf.  (il)]. 

Désignons  par  xyz  le  point  de  coordonnées  homogènes  x,  y,  s,  et 
écrivons  respectivement  a,  b,  c,  d,  e,f,  g,  h,  i,  k,  /,  m,  n,  o,  p,  q, 
r,  s,  l,  u,  v  pour  ooi,  u2oi,  ioi,  u2u2i,  iui,  uoi,  ou'i,  uui,  uu*i, 
oui,  un,  m2 1,  u-ui ,  iti,  u2  ii,  on,  ua  io,  uio,  i  io,  oio,  ioo  (ce 
sont  les  symboles  de  ,i,°).  On  a  alors,  en  désignant  encore,  d'une 
manière  générale,  par  la  même  lettre  une  substitution  de  A0  et  son 
action  sur  les  symboles  a,  //,  . .  .,  «'  : 

£  =  br.ct.fs.gk.q.au.de.  hm.in  .l.o.p.r. 
Ç3  =  bg.eq  .fk.rs .  t.et.in.pm.  uv.a.d.h .o, 
(3  =  l'cf. ,ir/<7 .  rst .  del .hpm  .  ino .a.u.  v, 
6  =  bks.  cqt.grf.auv.del.  Iimji .  i .  n  .  o  =  Ç3Ç, 
\  ,  =  bqtk.cfsr.g.aeul.hnpo.dv.im, 
V.j=  brtf.cqsk.g.ahup.eoln.di.mv     (2). 

(')  On  peut  se  servir  aussi  de  la  représentation  de  A°  |  J°  en  g9  qui  a  déjà  été 
rencontrée  (S.,  73,  p.  toi;  A0 1  J0  est  isomorphe  au  g72,  non  mélacyclique  ayant 
un  g%  non  cyclique  normal)  et  qu'on  va  retrouver  dans  un  instant. 

(*)  Cf.  S. ,79  et  109  où  les  notations  u,Ç,  Ç3,  (3  sont  remplacées  respectivement 
par  i,  Ç,  p,  qe. 
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Ce  sont  les  générateurs  du  g-,.,  d,°  =  A° 1  J°.  D'après  ce  qui  précède, 
(oui  diviseur  normal  de  d>°  contient  le  g9  j  [3,  0  | . 

Xa  a  deux  systèmes  d'intransitivité,  l'un  .l0  de  degré  9  formé  de  b,  c, 
/',  g,  k,  q,  r,  s,  t,  l'autre  ^,  de  degré  12  formé  de  «,  d,  e,  //,  i,  l,  m, 
n,  o,  p,  u,  v.  Le  diviseur  A-0  fixant  g  est  le  g8  J  V,,  Vy  j.  Le  diviseur  3G° 
fixant  v  est  le  g0  ,  (3,  Z[.  On  réduit  4,  de  ri"  en  adjoignant  à  4,°  la  sub- 
stitution 

.s.j=|„r,  ),  'jz\  =  bfc.gkq.r.s.t.dho.epi.lmn..a.u.v. 

X  a  les  mêmes  systèmes  d'intransitivité  que  oV .  Mais  les  diviseurs  v. 
et  -Y-,  de  c/1o  qui  fixent  respectivement  g  et  p  n'ont  pas  les  mêmes 
systèmes  d'intransitivité  que  3G°  et  a;.°.  Le  constituant  de  4>(ou  a  for- 
tiori de  £,")  qui  a  pour  champ  .^  a  les  quatre  systèmes  d'imprimiti- 
vité  auv,  del,  hmp,  ino.  Le  constituant  de  4°  dont  le  champ  est  „lo  est 
évidemment  primitif  ( 1). 

lo.  SoitPA(„>x)=  P  =  P0  le  p.  p.  c.  m.  des  Y,A,  U,*(A'  =  2,  ...,v), 
U)0,  u, .  En  désignant  par  j  u{  \  le  gTl  abélien  principal  dérivé  des  u , 
{normaux  dans  P),  P|  j  u,  j  est  un  gn,„->  abélien  principal  (  cf.  E., 
142-145 pouriz  =  p).  Les  équations  de  P  sont  for/nées  des  équations 
de  J  u,  J  jointes  à  celles  des  relations  du  n"  7  où  figurent  les  seuls 
générateurs  de  P  ;  car  ces  équations  définissent  un  groupe  d'ordre 
<(P,  1)  {E.,  18,  19)  et  sont  vérifiées  par  P. 

Soit  P,  le  groupe  déduit  de  H,  (4)  comme  P  de  H,  et  formons  de 
même  successivement  les  groupes  P2,  ....  Toute  substitution  de  1', 
est  permutable  à  P,_,(7),  en  sorte  que  PP,  . . .  Pv_,  =  P\  „,*  =  P  est 

un  gw^~  sylowien  de  H. 

Lcrivons  un  instant  (J,,;  pour-  // ,  <:l  U,pV+IiP  pour  Ulop,  désignons  par  v, 
la  plus  baute  valeur  du  second  indice  de  U,^  dans  P  (donc  v,  est^v, 
et  v  -+-  v,  =  n),  et  formons  le  tableau  triangulaire 

I      ,,  U„  U,;,  ...  U,„  \,.,  V.,V_,  ...  \u  V,S 

1  1S    u„    ...    u2Vl    \  „    v,,v_,    ...    \ 


1         ■  •  •     l    v,     V,v     N  .,   1     •••     N  ,.,+  i. 


11)  On  trouvera  des  généralisations  de  ces  propriétés  dans  un  article  déjà  cité 
{Comptes  rendus \  t.  !<>!.  p.  553)  et  dans  un  Mémoire  ultérieur. 


3o6  J.-A.     DE    SÉGUIER. 

la  dernière  ligne  se  réduisant  à  Uv„  si  v,  =  v,  et  aux  deux  termes 
Uvv,  Uv  v+2  si  v,  =  v-4-i,  et  les  V  disparaissent  si  v  =  i.  Appelons 
s"me  transversale  la  rangée  de  termes  (parallèle  au  côté  droit  du 
triangle)  formée  du  sil,ra'  terme  de  la  première  ligne,  du  (s  —  2)'èmc  de 
la  seconde,  ...  du  \s  -  i(i  -  i)]lin"  de  la  iièn,e  ,  . . ..  Pour  «<3,  P  est 
abélien.  Pour  n  >  3,  le  s'''me  central  (E.,  94)  Cs  de  P  est  le  p.  p.  c.  ni. 
des  U,j,  V//r  des  s  premières  transversales,  c'est-à-dire  le  p.  p.  c.  ni. 
des  Uik  où  i  -+-  k  est  =s  -\-  \  et  des  V,A  où  k  —  i  est  >n  —  s  :  l'ordre 

de  Cj,  est  alors  -  .  Montrons  (jue  si  le  théorème  est  vrai  pour 
Ci(C0=  i),  il  l'est  pour  CJ+1.  Soit  E  un  élément  de  Ct+1  hors  de  Cv, 
exprimé  par  les  générateurs  de  P  en  faisant  passer  ceux  de  P,  avant 
ceux  de  P,+l.  Si  \  contient  (dans  l'expression  considérée)  un  \,,,  hors 
de  Cs,  l  —  A-  est  5/i  —  s  —  i.  Or,  pour  A\>  i ,  VA_U.  transforme  Vkl  en 
V*_i,/Vw.  Pour  que  C^  soit  permutable  à  V^*,  il  faut  donc  que  V/._,, 
soit  dans  C^,  d'où  /  —  k >n  —  s  —  i .  Donc  l  —  k  =  n  —  s  —  i .  Pour 
/,  =  i  et  /  =  v,  la  permutabilité  avec  V//+1  conduit  de  même  à 
l  —  k  =  n  —  s  —  i.  l'our  A  =  i  et  l  =  v,  la  permutabilité  avec  UVVi 
exige  que  Cs  contienne  U1Vi  d'où  i  +  v,5*  +  i,  et  de  même 
/  —  k  =  n.  —  s  —  i .  Si  ;  contient  un  Uw (  A  =  /  si  l\  v;  k  <  l  si  l >  v) 
hors  de  C,,  k  -+-  l  est  >s  -+-  i.  Or,  pour  A \>  i,  VA_, 7i  transforme  UA7en 
I  /_,,l  /,y  si  Z<v  et  /></,  et  en  U^lÉJtUi_MU«  si  />v  ou  si  k  =  /. 
Doue  A  —  i  +  /  est  <s  -+- 1,  et  A'  -+-  /  =  s  -+- 1.  Pour  k  =  i  et  i  <  /î  v, 
^  ,_,  /transforme  U,,enU,  i,_lUl/,  d'où  /ls-4-  i,et  de  même  A-  -t-Z:=s-l-2. 
Pour  A  =  /  =  i,  la  condition  A : -f-  />s  -t-  2  donne  5  =  o,  d'où  encore 
k  ■+- 1  =  s  ■+■  2.  Pour  A'  =  i ,  /  =  v  -i-  i  et  v  >  i ,  Uv,  transforme  LA7  en 
' -V/  Uw,  d'où  i  +  v<  s  -+- 1,  et  encore  A  :  ■+  /  =  *  -+-  2.  Pour  A-  =  v  =  i  et 
/=  2,  P'  est  abélien.  Donc,  pour  // >  3,  ?j  ne  doit  contenir  que  les 
générateurs  de  l'énoncé,  et  cela  sufiit,  car  alors  tout  générateur  de  P 
transforme  tout  générateur  de  ?  en  un  élément  de  Csî.  L'ordre  de  Ct 
se  calcule  en  comptant  les  éléments  à  prendre  dans  chaque  ligne  du 
lalileau  rectangulaire. 
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Les  substitutions  de  P  ont  la  forme  générale 


1 
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O 
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O           ... 

o 
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.1 

p;, 

«'si 

0 

I 

O 

0             .    .    .       ' 

1    o 

0 

«iS 

I 

«3  3 

0 

3',, 

o 

a 
r  ■  2 

O 

I 

...       1 

... 

(') 


les  coefficients  situés  au-dessus  de  la  diagonale  (ou  ceux  situés  au- 
dessous)  étant  arbitraires,  et  les  autres  étant  déterminés  par  ceux-là 
d'après  les  relations  (4  )-(6)  fou  (8)-(io)J. 

Toute  substitution  a  de  H  permutable  à  P  vérifie  xPA  =  ~Ayp,  yP 
étant  dans  P.  Supposons  que  ~k  se  déduise  de  la  substitution  a  du  n"  3 
en  remplaçant  am  a,',,,  3„ .  $a  par  A,,  A,',,  a/X,  u,'lk  respectivement.  La 
comparaison  des  coefficients  de  v,  et  de  x2  dans  les  fonctions  que  aPX 
et  A-'p  substituent  à  yt  donne 


f*n «i i  -H  f*ii«'ii  +  ,«'i  s  Pi  i  "+■  /^«ii  +  f-\ 3 Pi î  +  •  •  • : 


f*ll«II=0. 


Or  on  peut  supposer  a)2  arbitraire.  Donc  u.,,  =  o.  En  prenant  alors 
pour  «pune  substitution  où  x', ,,  fï'2(  soient  arbitraires,  on  voit  que  p.,,, 
u.'1;  sont  nuls  pour  y  ^  i .  Alors,  d'après  (8)et(io)  les  X,,,  p.,-,  oùj^i 
sont  nuls,  et  A, ,  p.'  =  i.  En  multipliant  A  à  droite  par  une  substitution 
de  P  on  peut  annuler  les  A),,  p.,',  où  j  -=j=-i.  Alors,  d'après  (5)  et  (6), 
tous  les  coefficients  des  deux  premières  lignes  et  colonnes  sont  nuls 
sauf  An  et  p.'n  qu'on  réduira  à  i  en  multipliant  à  droite  par  une  niK. 
La  substitution  obtenue  est  alors  dans  II , .  En  continuant  ainsi  on  voit 
que  >.  est  dans  MP.  M  étant  le  p.  p.  c.  m.  (  abélien)  des  nij  (/'  o  |. 
Duik  MP  est  le  normalisant  de  P  dans  IL  L'ordre  de  M  est  évi- 
demment i  --  —  i  )''  si  n  =  2V,  '■/  (  -■'  —  i  /'(-  -+-  i)  si  n  =  2v  +  i>i, 


(  '  )  l'"n  rnn<;t;;iiit  les  v;iri:il>les  dans  l'oi  'I' ■<•  t , >  ,.  x,  ' :, ' ,,  1rs  coef- 
ficients situés  au-dessus  de  la  diagonale  principale  sonl  imh  nuls. 

Journ.  de  Math.  { -/   série),  tome  II.    —  Fasc.   I\,   -    ■  '1° 
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Son  p.  g.  c.  d.  M0  avec  H°  est  d'indice  it  -+-  i  dans  M  =  I*M°.v, 
s  ayant  le  même  sens  qu'au  n°  2.  Le  normalisant  de  P  dans  H" 
est  M"  P.  M  est  évidemment  >  J,  et  M">  J°. 

M  est  son  propre  normalisant  dans  MP.  Car  une  relation  de  la 
forme  (  u.aP)_l  u.0u.aP  =  u, ,  [J.,  (/.„,  (x,  étant  dans  M,  entraînerait, 
puisque  M  est  abélien,  u.0aP=aPu,  ;  d'où,  comme  on  le  voit  directe- 
ment, u.0  =  a,,  et,  u.0  parcourant  M,  aP  =  i. 

III.  —  Groupe  gauche. 


16.  Soit  maintenant  a  =  —  a  et  a.aa  =  fa  (d'où  |a|2  =  f").  Sup- 
posons a  réduite  à  la  forme  canonique  I.'îîxj',  --  ytx'l  )  (n  =  2v) 
(E.,  195,  201,  202;  cf.  S.,  p.  225),  les  variables  de  la  première 
série  étant  ./;,,  yn  ...,  xv,  y.,,  et  les  variables  correspondantes  de  la 
seconde  x\,  y\,  ...,  4,  y',,  (cogrédientes  à  xt,  y,,  ...,  ocv,  yy).  Le 
groupe  A  sera  dit  alors  groupe  gauche  n-aire  de  3,  et  le  groupe  X 
groupe  gauche  liomogène  ou  fractionnaire  n-aire  de  S.  Je  préci- 
serai ces  formes  de  A,  ci  en  remplaçant  partout  les  lettres  A,  X 
par  G,  ç. 

Posons 


(/=i,  . . .,  v). 


•'■/ 

IXj 

Xi 

pxi 

)'( 

yt 

p-p  = 

yt 

p-'.v, 

Il  est  clair  que  G'  =  2J-ïGy*,  et  que  Gy'  est  formé  des  substitu- 
tions de  G  qui  multiplient  a  par  i*.  jyj  est  premier  à  G,  tandis  que 
le  p.  g.  c.  d.  de  G,  I  est  D.  Si  donc  p  est  >  2,  y  est  hors  de  GI; 
mais  y2  ==  ;xt[i]  est  dans  GI,  et  G'  =  GI  -+-  Gly.  Si  p  —  2,  G'  =  GI. 
Pour  p  >  2,  GI  =  G"  est  le  groupe  des  substitutions  qui  multiplient  a 
par  un  carré. 


Ici  9"'=G'|I,  g  =  GI|I  =  G|D.  Donc,  sîp>2,  q'\ 
d'ordre  2,  et  (g'i)  =  (G,  [).  Si  p  =  2,  g'  =  Ç  =  G. 


G  I  GI  est 


17.   Pour  qu'une  substitution 


./■,■     2A  (a,,. .»•/.  -1-  a'tkyk)  =  \, 

v,     !,(>,/..'■/,  H    3,'/.  .r/.  )       Y, 


(i,k  =  i v) 
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multiplie  a  par/,  il  faut  et  suffit  que  l'on  ait 

I  o     si    j jzé  k 

/  /    si    j  —  k  (i,j,k  =  i.  ...,v). 

(a)     I,(a,7(3,7. .-  pv«tt)  =  2;«(3;* -#,•«;*  )  =  o 

Comme  ici  a2  =  —  e,  £  étant  la  matrice  unité  d'ordre  n,  l'équa- 
quation  a.  a  a.  =  /'a  donne  /"a-1  =  —  axa,  d'où 

xt     lk  (      (3*,a;A  —  a«  J*  )  =  Xi 
j,-    2*(—  (3A-,xA.+  3tt,/A.)  =  Yi 


/«- 


(  I,  /,=l. 


et  aaa  = /«  qui  montre  que  G'  (ef  «te  même  G)  contient  la  trans- 
posée île  chacune  de  ses  sublitulions . 

Les  conditions  analogues  à  (i),  (2)  écrites  pour  a  ou  pour  a-', 
a  priori  équivalentes  à  (1),  (2)  sont  (a-'  multipliée/  par/-') 

[   o     si      /  =r  À" 
(3)     2,(ay/|3i,_j3„4)=  y^ 

|   1     si    j  =  /,  (i,j,k  =  t,  ...,v). 

( 4  )      2,( »jt %'ki  —  a„aki  )  =  lt{  fiji fS*,  —  (3,7 (3/,-/)  =  o 

Ces  formules  ne  sont  d'ailleurs  qu'un  cas  particulier  de  celles  du 
n°  5,  celui  où  //  =  2V  et  où  x  est  dans  e. 

18.  Désignons  par  (  1  )„  (2)/,  (3)„  (4)/  ce  que  deviennent  (1),  (2), 
(3),  (4)poury  =  *  =  /. 

(i  contient  une  a  dont  les  deux  premières  colonnes  sont  formées 
d'une  solution  arbitraire  de  (  r),  pour  f  =  1.  Car  soit  ~  une  substitu- 
tion rt-aireayaut  les  deux  premières  colonnes  voulues.  Elle  transforme 
a  en  (./;,  ■+-  u)  {y\  -+-  v')  —  (/,  -+-  v)  {x\  -+-  u')-+-  a,,  //.  v,  a,  (  =  -  a,) 
ne  contenant  ni  x,  ni  y,,  et  u  ,  v'  se  déduisant  de  //,  v  par  l'accentua- 
tion des  variables.  Si  donc  t,  est  une  substitution  qui  remplace  xK ,  y, 
par  x,  —  u,  y,  —  V  et  dont  l'action  sur  x2,  y2,  ...  canonise  a,,  :,: 
répond  à  la  question.  Les  substitutions  de  cette  sorte  forment  le  com- 
plexe G,a„,  a„  rtam  l'une  d'elles,  et  (',,  le  diviseur  de  G  forme  des 
substitutions  qui  remplacent  les  r .  yk  où  i>  1  par  des  fonctions 
d,'  ces  seules  variables  et  x,,  v,  pur  x,  h  \,  y,  -t-  Y,  X  et  \  ne 
dépendant  pus  de  xn  y,  (  cf.  i  ).  <  >r  1rs  conditions  (1),  (2)  où  l'on 
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fait  un  des  seconds  indices  égal  à  i  montrent  que  X=  Y  =.  o,  et  que 
G,  est  le  groupe  des  substitutions  de  a  —  (x,y[  —  y,x[  ),  et  est  par 
suite  semblable  à  G  (n  —  2,  tz). 

De  même  les  substitutions  de  G  dont  les  deux  premières  lignes 
forment  une  solution  donnée  de  (3),  forment  le  complexe  a()G,, 
c.u  étant  l'une  d'elles,  qui  existe  toujours. 

Comme  (i),  a  7t"-1(7t"  —  i)solutions  (£'.,44,45;  on  le  voit  d'ail- 
leurs ici  immédiatement),  il  résulte  de  là  que  Y  ordre  de  G  (n,  tt)  est 
tiv!IT;  (ir"'-  i). 

19.  G  contient  évidemment  toutes  celles  des  substitutions  de 
H"  (2v,  -) indiquées  au  n°  6  pour  lesquelles  p  est  dans  G,  et  ces  substi- 
tutions vérifient  les  relations  du  n°  7  où  ne  figure  pas  l'indice  o. 

G  dérive  des  T,,  des  utl  et  des  V,A)  (A  réel).  Admettons-le  en  effet 
pour  les  valeurs  de  n  inférieures  à  celle  considérée.  11  suffit  de  montrer 
que,  a  étant  dans  G,  on  peut,  en  la  multipliant  à  droite  par  des 
zei  uii  V,-*,  'a  réduire  à  une  substitution  de  G, .  Or  les  a,„  [ln  n'étant  pas 
tous  nuls,  on  peut  en  multipliant  a  à  droite  par  une  V,  une  U,  une  u 
ou  une  m,  rendre  ocH  égal  à  1,  puis,  de  même,  par  les  V,  annuler  tous 
lésa,,  où  i  ^  1.  On  annulera  (3,,  par  une  v,  et  les  [3,,  où  i  zfc  1  par  les  W. 
Alors,  d'après  (i),  $'H=  1.  On  pourra  donc,  par  les  V,  annuler  les 
fi'n  où  i^  1.  On  annulera  ensuite  oc(,  par  une  u,  et  les  y.'n  où  i^=  1  par 
lesU. 

Donc  toute  substitution  de  G  a  un  déterminant  égala  1  (comme 
les  t,  u,  \  ),  et  toute  substitution  de  G'  qui  multiplie  a  pari1'  a  un 
déterminant  égal  à  ih'.  Donc  G  (2,  -)  =  U(2,  u)  (<S\,  7  i  ). 

liO(').  Cherchons  les  p.  g.  c.  d.  respectifs  F  et  F  de  G(n,  ,ir2) 
et  G'(n,  rr)  avec  H(n,  t.).  Toute  substitution  a  de  F  devra  vérifier, 
en  même  temps  que  les  équations  (4)-(6)du  n°  5  (avec  /=  1,  y]  =0), 
les  équations  (i)-(4)  du  n°  17.  En  particulier  les  deux  systèmes 
linéaires  formés,  l'un  des  systèmes  (5)  et  (6)  du  n°5où  l'on  regarde  A- 
commr  fixe  (et/=i,  Y)  =  o  ),  l'autre  du  système  (1)  et  du  second 
système  (2)  du  u"  17  où  l'on  regarde  aussi  £  comme  l\\e,  déterminent 

(')   Com/ntrer  I)h:kson.  Linear  groiips,  131. 
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l'un  $'.k,  aik,  l'autre  f~'$'ik,  /"'««  Par  'es  mêmes  équations.  Donc, 

«»-/«»!       ft»  =  /fc*.       et      de       même       ««=/««»       P»  =/P/*-       ^«C 

d'abord  T,  qui  correspond  à  f=i,  est  dans  e,  e/  ses  matrices 
coïncident  avec  celles  de  G(n,  tz)  [les  variables  de  G(n,  ~)  différant 
de  celles  de  G(n,-'2),  G(n,  ~)  n'est  qu'un  constituant  de  T  isomorphe 
à  T;  mais  aucune  confusion  n'étant  à  craindre,  j'identifierai  ici  T  avec 
G(«,  tt).  Ensuite,  e  désignant  un  élément  ^o  de  a,  /=  ee_l  =  <?'~T 
est  une  puissance  de  t'™-1.  Or  u.,.  multiplie  précisément  a  par  t""71. 
Donc,  e«  posant  [(*,,(  =  M,  F  =  FVI,  et  (F,  r)  =  -  -+- 1.  Il  est  clair 
que  F  contient  J,  dont  chaque  substitution  multiplie  a  par  une  puis- 
sance de  <.'-T-->  . 

Le  normalisant  G(n,  ~)de  G(«,  t.)  dans  H(n,  ~)  coïncide  avec  F. 
En  effet,  soit  s  une  substitution  de  H  permutable  à  G,  et  as  =  sa.', 
a  et  a'  étant  dans  G.  Alors  a.  sas  a  coïncide  avec  sa'aa's  =  sas. 
Donc  sas  =  a'(=  —  a' )  est  invariante  par  toute  substitution  de  G.  Or, 

soit 

a' =!,,,[  xt  (  alk x\  -t-  «;„.>•; )  -+-  y, -  (  6/* ^  -t-  &J* j'i  )] . 

On  voit  directement  que,  pour  que  a'  soit  invariante  par  mh  quel  que 
soit  i,  il  faut  que  a  ait  la  forme  lifi{xiy'l  —  Yi-r',)  et  que,  pour  que 
al  soit  encore  invariante  par  les  Vl7i,  il  faut  que  les  _/",-  soient  égaux. 
Donc  s  est  dans  F. 

Soit  5=  (  i  |  J  Ze  groupe  déduit  de  <  i  e/a  y  regardant  les  variables 
comme  homogènes*.  Le  normalisant  de  y=GJ|J  =  G|D  dans 
5C  =  H|  J  est  g.  Sip>  2,  (7,  0  =  2(ç,  i).  St>  =  2,  (g,  0  =(§,  1). 

Le  normalisant  G°  de  G  dans  H°  est  le  p.  g.  c.  d.  de  G,  H".  Or 
G  divise  H",  et  pour  que  le  déterminant  i'*^1-*)  de  pi*  soit  égal  à  1,  il 

faut  que  k  soit  multiple  de  - — ; — >  ir',  étant  le  p.  g.  c.  d.  de  -  -+- 1 ,  v. 
Donc,  si  M°  est  le  diviseur  d'ordre  ~\  de  M  (  c'est-à-dire  le  />.  g.  c.  d. 
deU,  H"),  G^GM0,  et  (G0,  i)  =  *'(G,  1). 

Soit  Cj0==G°|J°  le  groupe  déduit  d<-  (i"  en  y  regardant  les 
variables  comme  homogènes.  Le  normalisant  de  ç,'      (  i.l"  |J°  =  G  1 1) 

dans  ne"      II"  j  .1"  est  <,".  Si  p  >  2,  et  si  ic',  =  «,,    '7.  1)  = 1  1.  Si 

p  =  ±  ou  si  2-,  =  -,,    «i'„,  1)  =  (Ç,  1  i. 
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21.  On  a  vu  que  G(2,iï)  =  U(2,ir)  (19).  Pour  «>  2,  t:  >  2.  on 
voit  comme  au  n°  10  ('  )  que  G  |  D  est  simple.  Pour  n  >  2,  -  =  2, 
on  voit  de  même  que  tout  diviseur  normal  F  de  G  non  contenu 
dans  D  contient  les  W/A,  vkl  =  vki  W,A,  donc,  si  re>6,  les 
Wft^^.^Wj^V-lW^V,-,,  (7),  donc  les  Wrt  et  par  suite, 
encore  de  même,  les  V;A,  IJM,  u,,  t,,  donc  G. 

Ainsi,  en  exceptant  G(i,  2)  =  U(2,  2),  6(2,  3)  =  U(2,  3)  et 
(i(4,  2)  qui  va  être  étudié,  tout  diviseur  normal  de  G(«,  t.)  non 
contenu  dans  D  coïncide  avec  G;  alors  Ç(n,  -rt)  =  G|D  est  simple, 
et  D  est  le  central  de  (  1  (  donc,  si  p  >  2,  Q'^é  G  ). 

On  vérifie  d'ailleurs  comme  au  n°  10  que  toute  substitution  a.  per- 
mutable à  chaque  substitution  de  G  est  une  similitude.  Donc  le 
central  de  G'  est  1 . 

'22.  G(4,  2)  est  isomorphe  au  g6  symétrique  (-).  —  En  effet, 
G(4,  2)  est  un  g','„  divisant  le  g,5L(4,  2).  Or,  en  désignant  par  §k 
et-.tA  le  symétrique  et  l'ai  terne  de  champ  1 ,  ...,  k,  L(4,  2)==ci8(S.,70). 
Donc  G  est  isomorphe  à  un  g*20  pair  T.  Si  T  était  transitif,  il  serait 
primitif,  720  ne  divisant  ni  4!  1''  ni  2(4!  ?  (S.,  32);  niais  alors  le  g,0 
fixant  un  symbole  serait  de  degré  effectif  7  et  contiendrait  des  s5  et 
des  S3  [s'il  contenait  des  s*,  T  devrait  être  semblable  à  XS(S.,  42)];  il 
serait  donc  transitif  tandis  que  7  ne  divise  pas  90.  Donc  T  est  inlran- 
sitif,  et  si  les  degrés  de  ses  constituants  transitifs  sont  a,,  a2,  ... 
(*/=«/+•  =  ';  2*i=  8),  720  divise  n(a4!),  d'où  «,  =  6.  On  peut  donc 
supposer  que  T  divise  J  S0,  78  !,  et  comme  T  est  un  g*!0  pair,  il  ne  peut 
être  que  le  diviseur  pair  maximum  s'0=S6  de  (§„,  78  j.  On  voit  par  là 
que  tous  tes gt.,H  de  Xt  sont  conjugues  dans  SK  et  par  suite  dans  d8 
(car  le  normalisant  de  Y  par  exemple  dans  Sg,  contenant  12,  Ta  le 
même  nombre  de  conjugués  dans  s„  et  d-H. 

Voici  une  autre  démonstration  qui  fournit  une  correspondance  de 


('  )  Le  second  procédé  employé  au  n"  10  pour  rendre  jSM  je  o  est  seul  appli- 
cable ici. 

,  \l.  Jordan  a  établi  ce  théorème  (Traité,  n°  335)  à  l'aide  des  groupes  de 
Steiner.  On  en  trouvera  encore  une  preuve  indirecte  dans  une  Note  déjà  citée 
du  8  novembre  191 5  |  Comptes  rendus,  t.  161,  p.  553). 
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générateurs.  S„  est  défini  (S.,  69)  par 
(5) 


si  =  («5,+,)3=  (SjSJ+ky=  i 
(A  =1 5;  ('  =  i ,  2,  3,  4  ;  /  =  i ,  2  ;  *  =  a,  . . .,  4  —y] 


Or  les  substitutions  t,,  m,,  m2,  t2,  t,p2  V2,  U)2p2,  prises  respective- 
ment pour  s,,  ...,  s5,  les  vérifient.  Donc  leur  p.  p.  c.  m.,  qui  est 
d'ordre  >  2,  est  isomorphe  à  S„  (5.,  66)  ('). 

On  arrive  au  même  résultat  en  prenant  pour  s,,  ...,  ss  respective- 
ment les  substitutions  p,  c„  U12  v{  t>2,  T2P,«2tt,T,2,  W,2V,2p2, 
p,W,2V21,  «2V2,U,2. 

Il  est  utile  de  montrer  comment  on  arrive  à  ces  deux  correspon- 
dances de  générateurs,  et  comment  la  seconde  conduit  à  une  corres- 
pondance simultanée  des  générateurs  de  L(4,  2),  G(4,  2)  avec  ceux 
de  4-8,  S,  [donc  de  nouveau  à  l'isomorphisme  de  L(4,  2)  avec  A  8]. 

Les  s,  impaires  de  Sa  se  divisent  en  deux  classes,  l'une  C,  formée 
des  s*,  l'autre  C2  des  s*.  A  une  s,  quelconque  spi  de  Cp  on  peut  en 
joindre  quatre  autres  sp2,  ...,  s?s  (de  Cp)  telles  que  spn  ...,  sp5  prises 
pour  s,,  ...,.?;  vérifient  (5).  Car  on  peut  toujours  écrire  .v,,  =  i2, 
,sJ3=34,  «ii=  56;  alors  .?,.,,  déplaçant  un  des  symboles  déplacés 
par  5,,  et  un  des  symboles  déplacés  par  s,3,  mais  ne  déplaçant  aucun 
de  ceux  déplacés  par  sl5,  peut  s'écrire  23  ;sIA  peut  s'écrire  45;  et  ces 
substitutions  vérifient  (5).  De  même  on  peut  toujours  écrire 
s2i  =  12.34-56,  siS  =j 2^35.46  (s23  a  un  cycle  commun  avec  s2(). 
Alors  .s., ,;=  [2.36.45;  s.,.,,  ayant  un  cycle  commun  avec  sîs,  mais  n'en 
ayant  aucun  avec  s2l  ou  s23,  peut  s'écrire  (en  transformant  au  besoin 
tout  par  s.,, ,  si3  ou  s25)  i5.24.36;  alors  s2i  a  l'une  des  deux  formes 
34.26.i5,  >6.  i3.24,  et  (en  transformant  au  besoin  tout  pars25)  on 
peut  supposer  que  s2,  =  i3.24- 56.  Les  s2,  vérifiant  (5)  comme  les*,;, 
S„  a  an  automorphisme  où  s,,,  ...,  s ,s répondent  à  s2(, s\,  respec- 
tivement. 

En  posant 

a  =  12  =5,,,         |3  =  i3  =  ast,«,         y  =  i4  =  (3s„f3, 
5  =  l5  =  "/-V. '/■  E  =  16  =  o.v,  /;. 

(')  Dickson,  Lineai  croups,  118. 
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(aux  générateurs  a,  (3,  y,  o,  i  de  S„  répondent  respectivement,  dans 
l'automorphisme  considéré, 

a'  =  12.34.56  =  s21,  |3'  =  1 3. 26. 45  =  <x's.2»x\ 

y'  =  i4.2d.36  =  (3's23(3\        â'  =  1 5. 23. 46  =  y's«y', 

e'  =  16.24.35  =  Ô's25o'), 


on  a 

(6) 


y  s,,=  stsu.v,;.  s„=  aya. à. |3e|3,  s!3=  (3ô(3.yey  .a, 

'  Ss»=-«y«-*isP,         S25=SiV.|3s(3.a. 


et  les  su  s'expriment  par  les  s2i  comme  les  s2/  par  les  s,/.  Uautomor- 
phisme  est  donc  d 'ordre  2. 

Considérons  maintenant  les  s2  de-i8.  Elles  forment  deux  classes, 
l'une  de  s',  l'autre  de  s*.  Tout  g?„0  pair  de  <A,S,  pouvant  être  identifié 
avec  s0,  a  aussi  deux  classes  de  s2,  l'une  C,  représentée  par  12.78, 
l'autre  C2  par  12.34.a6.78.  Au  point  de  vue  abstrait  ces  deux  classes 
ont  ceci  de  commun  qu'à  une  s.,  quelconque  spi  de  Cp  on  peut  en 
adjoindre  quatre,  spi,  ...,spi  vérifiant  (5)  et  ceci  de  distinct  que, 
si  p  =  1,  il  existe  une  s3  s00  vérifiant 

(7)  *po=(V*pi)3=(SpoV)5='  (/=2 ""• 

tandis  que,  si  p  =  2,  il  n'y  en  a  pas.  En  effet,  si  sp0  existe,  elle  doit, 
d'après  (7),,  déplacer  7  et  8(sansquoi5p0Sp1  aurait  un  cycle  d'ordre  =£3 
contenant  7  et  8),  et  par  suite  fixer  un  au  moins  des  symboles  2,  3,  4. 
5,  6.  Mais  s0(l  doit  être  transformée  en  s~ù  par  s?1,  ...,  sps  dont 
le  p.  p.  c.  m.  permute  transitivement  2,  3,  4)  5?  6.  Donc  ,9po  les  fixe 
tous.  Donc.9p0=  (178)*',  et  p  =  1.  &l>8  dérive  de  s,  0,  «,,,...,  s,  5  et  est 
défini  par  (.5)  et  (7)  (S.,  09). 

Admettons  maintenant  qu'il  y  ait,  entre  L(4,  2),  G(4,  2)  d'une 
part,  et  '  s,  -s,  d'autre  part,  une  correspondance  isomorphique  simul- 
tanée, etchercbonsà  la  réaliser.  Je  désignerai  les  objets  correspondant 
kspi,  Cp  dans  L  par  les  mêmes  lettres  que  dans -J  8.  On  aperçoit  de  suite 
dans  G  quatre  substitutions  semblables  pouvant  jouer  le  rôle  de  s,,, 
s„2)  v.,,  .s\.  relativement  aux  équations  (5)  (on  verra  plus  loin  que  ces 
substitutions  sont  conjuguées,  et  que  p  =  2).  Ce  sont,  en  désignant 
(cf.  S.,  69)  respectivement  les  points  1000,  0100,  0010,  0001,  1  100, 
10  10.  loor ,  01 10,  010  1 ,  001 1 ,   1  1  10,   1  101 ,  ion,  01 1  1  ,  1  1  1 1  par  b, 
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c,  d,  c,  f.  g,  h,  i,  k,  l,  m,  n,  o,  p,  q, 

Sp,  =  t,  =  bc.gi.hk.op  .  d .e.f .  l.m.n.q, 
ip2=  «,  =  cf.im.kn  .pcj  .b.d.e.g.h.l.o, 
spi  =  (/.,=  e/  ./jo.  kp.nq  .  b .  c.d.f.g.i  .  m. 


5p5  ■ 


:  t.,  =  de. gh .  ik . mn.b .  c .f.  / .  o.  p.q. 


sp3  doit  leur  être  semblable  et  engendrer  avec  spi,  sp6  un  g,5abé- 
lien  Y  de  classe  8  (S.,  82).  Donc  sp3  échange  entre  eux  les  systèmes 
d'in  transi  tivi  té  f,  l,  q,  bc,  de,  mn,  op,  ghik  de  \spi,  spi\.  Si  sp3 
déplace  un  symbole  du  seul  système  de  degré  L\,  Y  a  un  consti- 
tuant régulier  (S.,  57)  de  champ  ghik,  et  sp3  =  gk.hi Mais  alors 

sp2sp3  =  (ngk)(him). . . ,  etsp3  fixemet  n.  De  mème.sp3.Sp,,==(/uo)(/i'°y/)..., 
et  sp3  fixe  o  et  p.  Donc  sp3,  qui  permute  entre  eux  /",  /,  y  (systèmes  de 
degré  i)  et  qui  ne  peut  fixer  q  (sp2sp3  aurait  le  cycle  pq)  a  l'un  des 
cycles  fq,   lq\    dans   le  premier  cas  spisp3   aurait   le  cycle   cqpf... 

d'ordre   >  3,   et  dans  le  second   cas  sp3sp.,  aurait  le  cycle  Inqe 

Donc*p3  ù\e  g,h,i,k.  Si*p3=//...,  sp:isp3  =  (clf)...,spisp3  =  (efl)..., 
et  sp3  fixe  c  et  c,  donc  £  et  d,  tandis  que  la  classe  de  G  est  8.  Si 
.vp3=  Iq...  ou  fq...,  spasp3  =  (plq)...  ou  (pfq)...,  et  sp3  fixe />,  donco, 

d'où  spAsp3  =  (ho) Donc  spS  fixe  g,  h,  i,  /.,  f,  I,  q  et  déplace  les 

huit  autres  symboles.   Si  sp3  =  bc... 


Wpi  =  (bc)...;  si  sp3  =  bd. 


spisp3  =  (bd). 

.  ;    si    sp3 

sp3sp,  =  (bm). 

■  •;   si  sp3 

si   sp3  =  ho..., 

s?isp3  =  ( 

spisp3  =  (de).. 

.  Donc 

bc...,    spisp3  =  (be)...\    si   .v. 


p3 


bm . 


bn . , 


lonc 


(  bo 


donc  ,Vp3  =  bp.ro 


bn.cm...,   sptspt  =  (cm  ) ; 


.Vp3  =  bp  .  CO .  du  .  cm  .  f .  g  .h.i.k.l.q 


.r,  V.  +  ^  +  j! 

j,  .r,  -t-  tf,  +  j, 

■*2  -f'i-l-Ji-i-.v5 

J.  .r,+  )',H-x2 


Si   sn  =  de.. 


—  ~l  l'j    »  21  «-M 


Donc  (i(4»  2)  =  st.  Donc  <■  «'a  yue  Gteua:  classes  de  s...  Donc,  (\ 
contenant,  on  va  le  noir,  des  s2  ,  spl,  ...,  spi  sont  conjuguées. 

Pour  déterminer  p,  cherchons  une  s,  .v,,„  vérifiant  (7).  spo,  devant 
être  transformée  |>ar  spi,  ...,  sps  en  srJ,  ne  peul  avoir  d<-  cycle  de  la 
forme  6£y],  car  toutes  les  déterminations  possibles  de  ?  conduisent 
à  des  impossibilités.  I  Jonc  s  „  fixe  b,  el  par  suite  aussi  les  i<>  symboles 

Journ.de  Math,        série   .  tome  II         Fasc.  I\,  1916.  4' 
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b,  d,  e,  i,  A,  /,  m,  «,  p,  q  qui  forment  un  système  cTintransitivité  de 
Les  5  symboles  restants  formant  un  second  système 


>p2> 


sns 


(35   [■ 


»1 

3 

i  +  x2  -+-  y\ 

'  1 

.V 

-+-  x,  +  y2 

,r2 

.r 

i+r.  +  ^i 

r. 

.r 

i+yi-*-y* 

x, 

j:,  -+-  y. 

J> 

.;■, 

•'• 

.1, 

/2 

xi  +  yi 

#1 

j-,  -+-  j~.2 

7i 

y\  -+-  a?» 

x2 

», 

r-2 

.r 

+  Jl+/2 

ar, 

X, 

7> 

./ 

4-  X2  H-  /2 

a-2 

^'"j  ~\—  Xt£ 

7-2 

x\  -+-  y-i 

■'i 

T\  +  .>'■> 

7i 

Ji  +  Ks 

a?2 

* 

-t- .),-+-  x2 

72 

r.. 

d'intransitivité  du  même  groupe,  sp0,  qui  en  fixe  nécessairement  deux, 
les  fixe  tous.  Donc  sp„  n'existe  pas,  et  p  =  i. 
On  a  alors,  d'après  (6), 

x^    u  i  -+-  jt2  ~^~  y  i 

Kl       )',  H-  X,  +  /j 
s,,  =  bo .  c/> .  dm  .  en  .gA .  hi.f.l.q  —  =  c,  c2U12  r,  e2, 

■5,,=  be.cl.df.gn .  iq  .ko.h.m.p—  =  t2c,  m,  «.T, 

s,3=  bh.ck.dm.gp  .io.lq  .e.f.n=  '  =  WISV12r.,, 

su=  bo.di.ek.fq  .gn.hm.c.l.p  =  =r,W|!V,l, 

515=;  bg  .ci  .en  .  ///> .  Lu .!</  .d.f.m  =  =  «2  V21  U,2. 


j,v,2,  ...,". y,  5  J  étant  transitif,  .sl0  est  une  s,",  et  les  divers  essais 
possibles  montrent  que  le  cycle  contenant  f  est  flq  ou  fql,  et  que 
tous  les  autres  cycles  de  .v,„  sont  déterminés  par  celui-là.  En  écbangeant 

au  besoin  s,„  et  s* n  a 

y-i 


sI0      èe/i .  iv//.  /'/y  ,£p/i  .  /.»)/» 


./■ 


y,  •'■ . 

Xi     y,  +  •>',. 

,i  -.      ',-t-.i2 


•s,,,  ...,  .y, 5  et  v,„  vérifiant  (5)  et  (7),  la  double  correspondance  iso- 
nioi  |>liii|iir  annoncée  est  établie. 


GROUPES    A.    INVARIANT    RILINEAIRE    OU    QUADRATIQUE.  3IT 

Comme  s.2l,  ...,  s2s  répondent  à  des  transpositions  de  s0,  le  g-360 
simple  G0  de  G  est  formé  de  toutes  les  substitutions  qui  sont  des  pro- 
duits d'un  nombre  pair  de  s...  En  particulier  G°  contient  la  s3  k,tm 
mais  ne  contient  pas 


.Sj!  A  2. ^22^21  ^23  •  ^25  ^24^23  ^22^21  *^23' 


<■  |  i,  2  )  est  semblable  au  -!;,  primitif  formé  des  substitutions 
opérées  par  s„  sur  les  1 5  combinaisons  des  6  symboles  i  à  i 
(S.,  48)  ('  ).  En  effet,  si  l'on  fait  correspondre  s,,,  . ..,  s25  à  12,  23, 
'M,  45,  56  respectivement,  et  si  l'on  cherche  à  identifier  chaque  com- 
binaison avec  un  des  symboles  b,  . ..,  a,  de  manière  que  .v,,,  ...,  s2S 
fixent  les  mêmes  combinaisons  que  12,  23,  34,  45,  56,  on  voit  aisé- 
ment que  l'identification  est  possible  mais  d'une  seule  manière  :  il 
faut  identifier  12,  i3,  14,  i5,  16,  23,  2,,  25,  26,  34,  35,  36,  45, 
40,  56  avec/,  c,  e,  h,  g,  A,  p,  /,.  /,  q,  n,  m,  d,  e,  /respectivement. 

Les  substitutions  s2n  s2%,  s.,,.  s25  correspondant  à  12,  23,  34,  56 
des0,  leur  p.  p.  c.  m.  X  correspond  au  g«,[*4>  56:.  Donc  X  est  le  g48 
fixant  /  dans  G  (4,  2).  X  a  les  deux  systèmes  d'intransitivité  bc/opq, 
deghikmn  et  un  g,  normal  correspondant  à  j  12.34,  i3.42,  56  j. 


(')  Plus  généralement,  toutes  les  représentations  du  symétrique  S  ou  de 
V alterné  X  de  champ  1.  2,  3.  4,  5,  6  en  gls  transit// sont  semblables.  En  effet, 
on  a  vu  que  I  a  un  automorphisme  qui  fait  correspondre  à  ses  générateurs  12] 
i3,  i4,  i5,  16  respectivement  les  générateurs  12. 34. 56,  i3. 26. ',.'..  1  ,.>.;,. Z&, 
t5.23.46,  16.24  3;')  (on  le  vérifie  d'ailleurs  directement  sur  les  é, (nations  de  S); 
,l"n<-  au  S«i12'  l3>  '4,  56j=T,  le  g48;i2.34.56,  .3.26.45,  1  ,.2.5.36,' 
12.45.36  j  =T'  (56  est  la  transformée  de  16  par  i5).  T  et  T'  ne  sont  pas  conju- 
gués, car  Ta  le  g,jia3!,  et  T'  le  g3ji64.235j.  Le  p.  g.  c.  d.  de  T,  X  est 
B  =  |ia.56,  i3.56,  i4.56|,  et  celui  de  T',  «A.  esi  B'  (  35.  ,<;.  16.  i3,  i5.a4J. 
D'ailleurs  T  esl  le  seul  g48  de  §  contenant  B,  car  un  tel  g48,  ayant  les  consti- 
tuants symétriques  J56},  J12,  i3,  1 ',;.  est  leur  produit  direct.  Par  suite  T'  esl 
le  seul  g4!  de  -s  contenant  I!'.  Donc,  T  et  T'  n'élanl   pas  conjugués  dans  S,  B  et 

l!'  '"'  ,e  s,,nt  Pas 1  plus.  Or    1.  n'a  q leux  systèmes  de  g„  conjugués  {voir, 

par  exemple,  Dickson,  Linear  groups,  260)  représentés  par  B  el  B  Donc  I  n'a 
que  dru  ,  systèmes  de  git  conjugués  représt  "t,  s  par  I  n  I  .  car  si  T  en  repré- 
sentait un  troisième,  le  p.  g.  c.  d.  B"  de  I   .    1    devrai!  être  1 jugué  de  B  ou 

de  l!  •  e'  T",  déterminé  pai  B  ,  serait  conjugué  de  T  ou  de  T  .  De  là  résulte  le 
théorème  1  S.,  54  ). 
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D'après  ce  qui  a  été  dit  de  ci,,  tout  g^„  G'  de  L  y  est  conjugué  de  G. 
Donc  G'  a  un  invariant  bilinéaire  a'  et  se  transforme  en  G  quand  on 
prend  des  variables  ramenant  a'  à  la  forme  canonique  a.  G'  étant 
donné,  on  peut  déterminer  a'  par  la  méthode  des  coefficients  indéter- 
minés, et  l'on  sait  effectuer  un  changement  de  variables  ramenant  a 
ha(E.,  195). 

23.  SoitPA(n.m  =  P  =  P0lep.p.c.  m.desV,*,  l',,,  <A'  =  2,  ...,v),«(. 
En  désignant  par  j  «,  j  le  g^  abèlien  principal  dérivé  des  ut  (tous 
normaux  dans  P),  P  |  ]  u{  [  est  un  g„n-,  abèlien  principal  (si  p  =  2, 
P  est  un  £_„  ,  abèlien  principal).  Les  équations  de  P  se  lisent  sur 
celles  indiquées  au  n°  13. 

Soit  P,  le  gw„_,  analogue  à  P  dans  G,,  et  formons  de  même  succes- 
sivement les  groupes  P;,,  ....  Toute  substitution  de  P,  est  permutable 
à  P, _,,  en  sorte  que  PP,  . . .  Pv_,  =  Pa(„~  =  P  est  un  g^-'  sylovvien 
de  <  i . 

Si  n  =  2,  P  =  j  u{  !  est  abèlien.  Si  n  >■  2,  en  adoptant  les  mêmes 
notations  qu'au  n°  13,  on  démontre  de  même  que,  pour  p>2, 
le  s'em°  central  Cs  de  P  est  le  p.  p.  c.  ni.  des  \JlA,  V,A  figurant  dans 
les  s  premières  transversales  du  même  tableau  triangulaire 
(ici  v,  =  v),  c'est-à-dire  le  p.  p.  c.  m.  des  U,A  où  i  -f-  k"Ss  -+-  1  et  des 
\,A  où  k  —  i^n  —  s.  L'ordre  de  C.,,._,  est  -r\  et  celui  de  C2r  est  -r '""'"", 
c  est -à-dire  que  l'ordre  de  C,  est  tz",  -j  étant  le  plus  grand  entier 


1 


Pour  p  =  2,  le  s'è"w  central  Cs  de  P  est  le  p.  p.  c.  m.  des  U,A,  V,A 
figurant  dans  les  s  -+-  1  première*  transversales,  c'est-à-dire  le  p.  p. 
c.  m.  des  I  n  où  i-hk'Ss -h  2  et  des  Va  où  k  —  i>n  —  s  —  1.  L'ordre 
de  <  \  est  donc  ~'7+' .  La  différence  provient  de  ce  que  les  U^,  admis- 
sibles dans  C,  sont  ici  les  U,,  et  les  Ul2,  U12  étant  permutable  à  V,2. 

Les  substitutions  de  P  ont  la  forme  générale  indiquée  au  n"  13,  et 
toute  substitution  de  (  j  ayant  cette  forme  est  dans  P  (cf.  13).  On  voit 
de  même  ici  que  le  normalisant  de  P  est  MP,  M  étant  le  g  K  ,  p.  p. 
C.  m.  des  m  ,  et  que  M(>  D)  est  son  propre  normalisant  dans  MP. 
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IV.  —  Groupes  quadratiques. 

24.    Supposons  que   a  soit  la  forme  quadratique    à   n  variables 

(#-,44,45) 

(0       a  —  <p  +  ip,        9  =  2^7,-.        <}i  =  iJ/(j,/)  =  4t/  +  c^+(.')! 

/>,  c,c' étant  danse,  et />2— 4  cr'=o  étant  ^  oà  moins  que  b  =  cc'=o. 
Je  poserai  x  =  x0,y  =  y0  et,  si  n  est  pair,  n  =  2/.  Je  désignerai  par 
A"(n,  -,  a)  le  groupe  des  substitutions  qui  multiplient  a  par  un  carré 
( A"=  A'  si p  =  i),  et  par  N  un  non  carré  quelconque  de  G. 

Sj  n  =:  2v',  e/ .«'  •];  es/  irréductible  dans  s  (je  dirai  alors  que  a  est 
de  la  seconde  classe  ou  du  second  type),  je  prendrai  pour  -j  une  racine 
de  -|(u,  i).  Soitalors  x  =  jc0+  ux(  (x„  et  x,  étant  dans  3)  une  solution 

quelconque  de  xx  =  c,  c'est-à-dire  de  ■}(*„.  -  *,)  =  c(cf.  £\, 44,  45), 
et  posons 

(  X*=*{X  —  u  y),  /v'=>t(x  —  UV)  —  iv.  (,/_v+,^ 

(2)  ■     d'où 

On  aura 

(3)  4?  =  aV/v',  a  =  I,'.r,|-,, 

et  la  substitution  réelle  y  qui  multiplie  x„  ...,  ./;.,  par  -.  et  .v,  par  une 
racine  \  de  ^+' =  i  (donc  y^  =  xv  par  £*)  sans  altérer  les  autres  va- 
riables multiplie  a  par  i.  La  substitution  réelle  u.  qui  multiplie  x,,  ..., 
'■'  par  i,  j(,  . ..,  y,  par  r'  et  xy,  par  ^(donc  y.,,  par  Ç«-»)  est  évi- 
demment dans  A,  et  y2  =  p[i].  Doncy2  est  dans  À"  =  AI,  et,  si  »  >  > 
A'=A"+A"y(c/.  Kî). 

•SV  //  ==  2v',  r/  ,v/  «p  ,-.s-/  réductible  dans  C  (je  dirai  alors  que  a  est  de 
la  première  classe  ou  du  premier  type),  on  pourra  supposer,  ou  bien 
quev'=  v  etque^  =  o,  ou  bien  quev'=v  +  i  et  que  <J  est  ^  o.  Dans 
la  seconde  hypothèse  on  peut  réduire  tfi  à  ..;>-;  maison  peul  aussi,  en 
désignanl  par  /.,  /,  deux  éléments  de  z  vérifianl  kk'=c  et  par  u,  u  1rs 
racines  réelles  de  <J/(«,  i),  écrire  les  équations  déduites  de  |  2  ).  (  3  i  par 
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la  substitution  de  k,  k',  u,  u'  à  x,  X,  u,  u  respectivement  (en  omettant 
yv,=  a;v,);  car  /.,  /.,  n,  u  n'interviennent   dans  le  calcul  que  comme 

vérifiant  les  relations  u  +  u  =  —  ->  'j'j  =  —  >  xx  =  c  vérifiées  ici  par  A', 

ce  L 

k',  u,  u  .  Alors  la  substitution  y  qui  multiplie  xt,  ...,  av.  par  i  sans 
altérer  les  y  multiplie  a  par  i.  La  substitution  \i.  qui  multiplie  a?,,  . . ., 
.',,  par  i  et  y,,  . . .,  yv.  par  '."'  est  dans  A,  et  y2  =  \>-  \  '■]■  Donc  y2  est 
encore  dans  A"=  A',  et,  si  p  >  2,  A' =  A"+  A"y. 

Ainsi,  pour  n  pair,  A'=  S*_2AyA,  A-/'  eVem/  /e  complexe  des  sub- 
stitutions qui  multiplient  a  par  >.''. 

Si  n  =  2V  +  1,  on  peut  supposer  que  '|  =  ex-  (a  sera  dite  de  la 
première  classe  ou  du  premier  type  si  c  est  carré,  de  la  seconde  classe 
ouàu  second  type  si  c  est  non  carré).  Ecrivons  ac.=  o  -h  ex2.  Si  p  ^  2, 
ae  est  équivalente  à  a,  ou  à  as  qui  ne  sont  pas  équivalentes  (E.,  44). 
Mais  le  changement  de  variables  y, ,==  ÎNjy  (1  =  1,  . ..,  v)  transforme 
évidemment  le  groupe  propre  et  le  groupe  total  de  a{  en  ceux  de  «v 
On  peut  donc  laisser  c  indéterminé.  Pour  p  ^  2,  aucune  substitution  a 
ne  peut  multiplier  a  par  \h  si  //  est  impair,  car  |  aaa  |  =  |  a  \  j  a  |2  {cf.  1) 
devrait  être  égal  à  \a  \\"h.  Mais  la  substitution  y  qui  multiplie  chaque 
variable  par  t  multiplie  a  par  <.-. 

71  —  3 

4insi,  pour  n  impair,  si  p  =£  2,  A'=  A"=  AI  =  I0  "  AyA;  s//?  =  2, 
A'  =  A"  =  AI  =  l*~'2Ay'';  dans  les  deux  cas  A  y''  est  formé  des  sub- 
stitutions qui  multiplient  a  par  '.-''. 

Par  définition  ju'  =  A'|I,  et  -A .  =  A  1 1 1  =  A"j  I  =  A  |  D  .  Donc 
A,'\  <JI»  =  A'IAI.  Si  donc  p  >  2  et  n  =  2v',  (  1  .  ,i,)  =  2.  Si  /?  >  2 
et  //  =  2v  -+-  1 ,  ,)/  =  -t..  Si jd  =  2,  &>'  =  •&>  =  A. 

L'étude  de  A0  et  de  «A«0  sera  faite  plus  loin  (52). 

Pour  préciser,  lorsque  cela  sera  utile,  le  groupe  delà  forme  a  =  <p  +  :\i, 
hélant  irréductible  ou  nulle  pour  n  pair,  je  remplacerai  les  lettres 
A,  -t,  par  Q,  ^,  et  j'ajouterai  au  besoin  à  Q  ou  ^l'indice  inférieur  o,  1 
ou  2  selon  que  'j<  dépendra  de  o,  1  ou  2  variables;  le  groupe  de  ^  sera 
désigné  par  M'  (  W  =  1  si  ^  =  o),  et  le  p.  g.  c.  d.  de  M*,  A"  par  M*". 
Enfin,  dans  le  cas  où  ip  est  irréductible,  je  remplacerai  1rs  lettres  A, 
A>,  Q,  >,M'parA,  U,  Q,  >,  'I*  lorsqu'il  sera  utile  de  préciser  que  les 
variables  choisies  sont  ./-,,  y, a?v ,  y-/-  Mais  quand  aucune  confu- 
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sion  n'est  à  craindre,  j'identifierai  les  groupes  et  les  substitutions  des 
variables  x,,  y,,  ...,  xv,  yv,  x,  y  avec  leur  action  sur  xn  y,,  ..., 
xv,  jv,  cette  action  étant  dite  leur  forme  imaginaire,  et  leur  action 
sur  x,,y{ ,  . . .,  x\,  yv, ./;,  y  leur  forme  réel  le 

23.  Si  n  =  i  el  si  a  =  x-,  A  =  Q  =  Q,  se  réduit  évidemment  à  D. 

Si  n  =  2,  on  peut  supposer  que  a  =  x-,y,  (en  faisant  v  =  i)  ou 
que  a  =  •},  |  étant  irréductible  (alors  v  =  o). 

Si  a  =  x,y,  (avecv  =  v'=  i),  on  voit  directement  que  A  =  Q  =  Q0 
dérive  des  substitutions  mtl  =  |  ta;, ,  t-1^',  [,  /,  =  l_y, ,  x,  |  (l'ordre  des 
variables  étant  x, ,  y,)  et  est  diédral  d'ordre  2(-  —  i).  A'  est  défini 
par  les  équations  de  h.  jointes  à  y™-1  =  i,  ymu  =  mtly,y~ll{y=  t,mtl, 
ou  par  les  équations  du  produit  direct  ;ni,,[  [yj  jointes  à  Zj=l, 
/,mH/,  =  /»-',  ttyl,  =  ymu'. 

Si  a  =  v|>,  ^  eïa«/  irréductible  (donc  v  =  o,  v'=  i),  en  posant  de 
même  ml?  =  |  par-1,  p_lJKi  |  (w*iP  n'a  donc  plus,  pour  p  imaginaire,  le 
même  sens  qu'au  n°  2),  /,  =  |y(,  x,  |,  le  groupe  A  (2,  --)  de  vp  =  x,_y1 
rfa«.y  S'  est  donc  \m{v,  tt\.  Pour  qu'une  substitution  mipt\  soit 
dans  A(2,  -),  il  faut  et  suffit  que  p-'  =  p,  donc  que  p11-2  =  1.  Donc 
A(2,  u)=  Q(2,  ~)=  Q,(  2,  u)  =  j  /»,,,  /,  ;,  7  eïanJ  d'ordre  u-t-i. 
A(2,  -)  e.s/  diédral  d'ordre  2(11-1-  1).  A' es*  défini  par  les  équations 
de  A  jointes  à  y™-1  =  //*,  ^  •,  ym„  =  />?,,",',  y-1  /,  y  =  /,  mtç<-*,  :  ayant 
le  même  sens  qu'au  n°  24,  o«,  <"//  prenant  :  /<7  <jr«e  ;"-■' =  u  (en 

même  temps  qui-  ;w+l  =  l)  par  y™*-'  =  /-  =  1 ,  /(  y  /(  —  y". 

Passons  aux  variables  x,y,  et  soit  5  =  s„  -+-  us,  (s0  et  s,  étant  réels) 
une  puissance  de  a.  La  condition  nécessaire  s71"1"'  =  1  ou  ss  =  1  équi- 
vaut à  ty(s0,  —  s,)  =  1,  et  .9  vérifie  l'équation  s2  -+-  b's  +  1,  en  posant 
/<       b 

Supposons  d'abord  s  non  réel  et  p^>-i.  Si  l'ordre  de  s  divise 

r,(~  ■+-  ï),s  est  le  carré-  J' une  racine  p  de  z'+'  =  1 ,  et  2  —  1/  =  (p  +  p"  )'-' 
f'.sV  r.v//yv  r/^//.v  z.  Si  inversement  2  —  //  es/  ////  carré  'y  de  Z\  et  si 
l'on  pose  s  =  p-,  0/2  a  y  ±  ($p  -1-1=0;  donc  p  es/  rtans  3'  hors  de  z 
(sans  quoi  s  serait  réel  \.  et  p"+l   =  i  . 
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Si  s  est  réel,  s  =  ±  i  (s*+i  =  s*~ '  =  i  ;  alors  b'  =  ±  2),  e£,  sis  =  —1 
mvc  />  >>  2,  son  ordre  1  ne  divise  j  (ti  -+-  1)  y«e  po«r  z  =3  fflûi  4- 
L'action  de  mM  sur  x,  y  est 


01,.  =  m0 


s"  '  +7*iJ 


y     —  .?,.*■  -f-  (s0-  -s,  )y  —  Y 


m050.s,  n'est  une  multipliiication  (jue  si  s{  =  o,  donc  s*  =  1  ;  alors 
/«0  a  =  \s„cc,  sv y\,  et  j'écrirai  aussi  m0St  pour  m0,i0.  Pour  que,  en 
dehors  de  ce  cas,  X  ou  Y  soit  monôme,  il  faut,  dans  les  deux  hypo- 
thèses, que  es]  =  c,  c'est-à-dire  que  ce'  soit  carré.  Pour  que  X  et  "V 
soient  monômes  sans  que  /»,,,„.,  soit  une  multiplication,  il  faut  et  il 
suffit  que  s0  =  b  =  o;  mais  alors,  ce'  étant  carré,  -\>  n'est  irréductible 
que  si  —  1  est  non  carré. 

En  posant  xx—  '  =  q  (qq  =  1  ),  l'action  de  /,/n1?  sur  .f,  y  est 


x     j-  -l —  y 


-y 


('?=')■ 


Les  générateurs  to0jVi,  /„  de  A  —  Q  =  Q2  sont,  comme  il  convient, 
indépendants  de  x,  ce  qui  n'a  pas  lieu  pour  /, 

!.,„!  a  la  forme 


mlq/0. 


Tout  ea  de  A  hors  de  j  m, 


'«"•«v,  — 


X        S„  X  +   ■ 
)'  SiX 


bs 


c 

s»y 


-y  =  x 

=  Y 


(£-.,20). 


qui  ne  peut  se  réduire  à  une  multiplication  que  si  s,  =  o,  donc  s*0  =  1 
el  h  =  o(mais  alors  ■]/  n'est  irréductible  que  si  —  ce'  est  non  carré). 
Pour  que,  eu  dehors  de  ce  cas,  X  et  Y  soient  monômes,  il  faut  et 
suffit  (pie  s0  —  0,  donc  que  ce'  soil  carré.  Si  donc  ce'  est  carré,  on  peut 

remplacer  le  générateur  /„  par  /„//>,  _.Jg  =  \g~Ky,g&\  (  -'  Pour 


que,  «'il  dehors  de  ces  cas,  X  ou  Y  soil  monôme,  il  faut  et  suffit  que 
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bs„  =  c'sn  d'où  s'0  =  i.  La  substitution 


<0  '»  /, 

o—i, , 


est  analogue  à  /0,  et  /< 


/// 


o,'.- 


/   y -*-■?' 


u0m0_ 


L'action  de  y  sur  x,  y  est,  en  posant  \ 

s  l0x 


(«5  =  0 


ulj,  (Ç0,  ;,  réels), 


r     —  ti«- 


-i 


En  prenant  au  besoin  pour  a  une  forme  équivalente,  on  peut  tou- 
jours supposer  que  c'  =  c  (#.,  45),  d'où  \j*+i  =  i,  et  remplacer  alors 
A.  Par  *'o  =  ^o/ni,-u=  t*m\,-vq  =  \y,  sb\'  De  même,  en  changeant  au 
besoin  de  variables,  on  peut  supposer  que  :  =  u,  doncc'  =  te,  et  rem- 
placer alors  y  par  y'  =  ;«, __,  /0y  =  |  ty,  x\. 

Remarque.  —  Supposons  que  a  =  ty  =  foey  -t-  car  +  c'j2,  ^  étant 
réductible  dans  z  avec  c  ^  o,  et  définissons  k,  A',  u,  u',  x,,y,  comme 
au  n0,24,  puis  sn  et  s,  pars  =  s0  -h  us,,  «-' =  *„-+-  «'s,,  en  regardant 
s  comme  donné.  On  pourra  conserver  les  définitions  précédentes 
l'e  mos,s,  =  '"m  !,,  t0i  t'o,  ",<  et  les  formules  de  changements  de  variables 
(  même  celles  qui  donnent  c'=  c)  en  remplaçant  partout  /.,  x,  u,  u,  y 
par/.'.  A',  u,  m',  q'  =  k'fr-',  car  5,  s0,  .y,  et  q  n'ont  été  employés  que 
comme  vérifiant. s  =  s0  -+-  us,,  s~'  =  ,s-0  + 'J  s , ,  y  =  •/./.-'. 

Le  cas  où  a  =  ty  =  ,<r  coïncide,  ta  un  changement  de  notation  près, 
avec  celui  où  a  =  x,y{.  A  dérive  alors  de  m01=  |  ix, '  \~{ y  |, 
'o  =  |j,  a;  |. 

'2(>.   Soit  //  ;>  2,  et 


{i,  k  =  i,  . ..,  v,  o) 


nue  substitution  de  A  .  en  couvenant  de  supprimer  toutes  les  quantités 
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relatives  à  x'  ou  àjsi  a;ou  y  ne  figure  pas  dans  a.  La  considération 
des  coefficients  de  Xjyk,  XjXk,  yj  yk,  x"~,  y)  donne,  en  désignant 
par  bjjc,  Cj,  c'y  les  coefficients  respectifs  de  Xjyk,  x°-,  y~j  (j,  k'io; 
c0  =  c,  ba  =  b,  c'0  =  c)  dans  a  les  relations  {cf.  1  ) 

(4)  2L1(«i7(3rt  +  (3,7«;-4)-+-aoy(6pi*4-2c«o*)4-poy(è«ô*  +  2c'[3o*)=/^A, 

(  5  )  2Li  (y-,j  frk+  (3,7 a,7,)  4-  20,(6(30A-t-  2C«0/t)  +  (30;  (6«o*-H  2  c' (3oA-)  =  o     (y  ^  k), 

(  6  )  SLi  (  ai,-  (3!/,  -t- 13;;  a«  )  4-  oc'0l  (  6  p;A.  -+-  2  c  a'„*  )  +  (3iy  (  6  aj*  +  2  c'  (3J,*)  =  o     (j  =  k) , 

(7)  2;=1   «,7)3,7+  <J/(«0y,  (30y)  =  /Cy, 

(8)  IL^/ft,  +  +K/,  Pi,)  =fc'j, 

où/,  k  =  1,  . . .,  v,  o. 

Pour  p  =  2  et  &  =  1,  les  équations  (4),  (5),  (6)  coïncident  (à  un 
changement  près  des  indices)  avec  les  équations  (1),  (2)  du  n°  17. 
Donc, pour p  =  2,  Q0(2v,  u)  et  Q2(2V  +  2,  -)  sont  respectivement 
semblables  à  des  diviseurs  de  G(2V,  tt)  et  G(2V-f-2,  -).  Je  dirai 
que  Q0(2V,  -)  et  Q2(2V,  tt)  sont  respectivement,  pour  p  =  2,  le  pre- 
mier groupe  lévoquadralique  et  le  second  groupe  lévoquadratique 
à  iv  variables. 

Soit 

xt     2/, (A,/,. ^7, -h  k'ikyk)  =  X; 
yt    2*(Bi***4-Bj;/*)  =  Y: 


(«',*  =  : 


•  ,v,o), 


en  convenant  toujours  de  supprimer  les  quantités  relatives  à  x  ou  à 
y  si ./;  ou_y  ne  figure  pas  dans  a. 

Pour  p  =£  2,  on  a  aaa  =fa,  d'où  /a-1  =  aaa"'  =  2a. a. (20)"', 
c'est-à-dire 


(9)    /A,A.=  (3i,-,        /Aî*=«ii,        fBa=fa,        /B;*=aft 

Si  ^  =  o,  y.-1  est  explicitement  déterminée  par  (9). 
Si  '|  =  ex2,  on  a  en  outre 


{i,kyéo). 


("o)      /a/0  =  2«;,c, 

(11)      2c/A0/r=(3Ao, 


/B(0  =  2«DiC       (l    =1, 
2  C/Ai*  =  «X  0  (/.'  =  !, 


■,v), 

.  V).  /A00=«oo- 
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Si  o  ^  o,  on  a,  avec  (9). 
I  /A,„  =  (30,  b  h-  2 <4 c,  /  \;„  =  «J,  ô  -1-  2  (%  c'   1 

13)    ,'  VA.*=(3i.*-a|3toc',  a/A^=a^6— aai.c'j    ('-/l'^o)- 

1  <5/Boi=(3Aoô  — a(3*0c,  3/Bm=«Ao6  — a«ioC    , 

|  ô/A00=(3;0ô2+a^06c—  a(300Ac'—  4aMcc',  ô/Ai0=  a0062-2(a00-  (3M)6c'   — 4|3O0c'-, 

oyB00=(3006s-f-2(^0—  a00)6c— 4<4c!,  ayB;0  =  a00  62  -  2  «;0  ùc  -+- 1  %(>bc'-  4  ^  ce1. 

Soit  p  =  2.  -  Comme  les  valeurs  (9),  (10),  (12)  des  Aik,  A,',,,  Bik, 
B'ik  vérifient  asr'  =  1  dans  tout  champ  où  ces  valeurs  ont  un  sens,  et 
que  chaque  ligne  de  coefficients  de  arK  est  fournie  par  un  système 
d'équations  de  déterminant  |a|  (système  qui  forme  une  partie  de 
aa"'  =  1),  elles  conviennent  encore  aucas/>  =  2,  et  il  reste  seulement, 

'\  =  ex3,  à  résoudre  le  système 


si 


/,3\  \  -*Ao*a*i-l-AÔ*(3w)  +  A00«0,-=c,-, 

'  -/.  A.0A  o&(  4-  Ai*p«  )  h-  A00«^  =  o 

relativement  aux  A,,,,,  A(J/.  Or  remarquons  que,  pour/)  =  2,  -]/  =  c#2, 
(7)  et  (8)  déterminent  les  a(l/,,  a^  où  A-  ^  o  et  a00  par  les  autres  coef- 
ficients, parmi  lesquels  les  <z,-n,  fy0  ne  figurent  que  dans  celles  des  équa- 
tious  (4),  (5)  oùj  —  o  [(5)  est  ici  symétrique  en  y  et  k;  (4)  disparaît 
pour  k  =  o,  et  (6)  pour  k  =  oouj  —  o]. 

On  peut  donc  supposer  que  les  xik,  a.'lk,  j3rt,  %k,  où  /  et  A  sont  ^  o, 
ne  sont  assujettis  qu'a  celles  des  équations  (4),  (5),  (6)  où  j  et  A 
sont  =£  o,  c'est-à-dire  que  leur  matrice  M  es*  une  matrice  de 
G(2v,  -),  et  a,0,  pf0(î^:o)  qu'à  celles  des  équations  (4),  (5)  où 
/'=  o;  et  comme  la  matrice  de  ces  dernières  équations  est  M  de  déter- 
minant 1,  y.l(l  =  (3/0  =0 [d'ailleurs  A,0et  Bi0(i^o)  étant  nuls  d'après 
(10),  il  en  est  de  même  a  priori  de  oc,0,  p\0(  f'^o)].Donc,  d'après(7), 
a00=  1.  Donc,  la  première  équation  (i3)  donne,  pour  i  =  o,  A00  =  1 
(cela  résulte  aussi  a  priori  de  a,,,,  =  1).  Omettons,  dans  (i3),  les  équa- 
tions relatives  à  i  =  o,  remplaçons  A00  par  1,  multiplions  la  première 
et  la  seconde  équation  une  première  lois  par  Vh  et  $u  respectivement, 
une  seconde  fois  par  xtl  et  a.U)  et  sommons  chaque  lois  en  i.  (  >n  aura, 
d'après  les  équations  (3)  et  (4)  du  n°  17, 

(i4)  /V,i--i,iz„  0         i*/«w)i        /A J»  =  2, («n ««+awai/). 
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Mais  comme  a,0  =  p\„  =o  (i=fc  o)  et  que  aoA.,  y.u  sont  déterminés 
par  M,  on  voit  que,  pourp  =  2,  Q(2V  -t- 1,%)  est  isomorphe  à  son  action 
sur  œ,,yt,...,  xv,yy  qui  est  G(2V,  tï).  On  peut  donc  omettre  les 
groupes  A(2v  +  i,tt)  pour  p  =  2. 

Représentons  par  Bxjk  +  C;r2-f-  C'y2  =  1F(x-,y)  (')  la  forme  o  si 

■b  =  o  (p  >  2),  la  forme  i-  si  '1  =  c.r2  (p  >  2),  la  forme  —  S-1  ']/(/,  —  '  I 

si  0  ^  o  (/>>  2),  et  par  ByA,  C,,  C)  les  coefficients  de  Xjyk,  xj,  y}  dans 
zi  -4-  T.  Les  conditions  (4)-(8),  écrites  pour  y.-'  (qui  multiplie  a  par 
/-'),  donnent  alors  (2),  en  supposant  p  ^  2  si  kh  =  ex'2,  les  relations, 
a  priori  équivalentes, 

(>5)  2Li(««PA+Py/««)+«*.(Bp^4-aC|3y0)+(BPyi+aC'P>,)ai,=/BJy1 
(16)  2Li(a*ia/I  +  «/i««)+a*o(B«/o+2C«/-())4-(Bayo+2G'a/o)«*o==:o     (J^k), 

(17)  2L,  (P*,-  p;< + Pyi  Pâ )-«-  P*o  (B  p;»+  2  c  py,)-KB  py0+  2  c  p;0)  p;0  =  o  (./  =.  /.  > . 

(  1 S  )  IL,  0,7  a),  +  W(  «yo,  a)0)  =/Ç,-, 

(.9)  iL1P;,p;,-H'F(pyo,3;,)=/c;. 

En  comparant  (i5)-(i9)  à  (4)-(8),  on  voit  que,  si  ^F  =  'b,  A  et  A' 
contiennent  la  transposée  de  chacune  de  leurs  substitutions.  La  condi- 
tion W  =  <b  est  toujours  remplie  si  b  =  o  ou  si  -  =  2.  Si  0^0,  elle 
équivaut  à  0  =  1 ,  c'=  —  c,  et  pour/)  =  2,  on  peut  toujours  la  supposer 
remplie  (E.,  45). 


('  )  On  ne  confondra  pas  la  forme  W  avec  le  groupe  1'"  de  <h. 
(2)  En  désignant  les  premiers  membres  de  (i5),  (16),  (17),  (18),  (19)  respec- 
tivement par iv/c/,  uicj{-=Ujic),  <'av(=  i'jk)i  "j-  lV  on  obtient  d'abord  directement 


i\ 


7,/  =  "I<J  =  <7,y  =  °  (y.  *.  ^  °  )• 


fewoA.-r-2C'Cio=0  (        ^i'/,,+  K»t0  =  O 

.  (*^0),  ,  (/,    .-:0), 

2CWoA.-f-       ftfA0=O  !    2C",(.,+      Oll/c„=0 

(4cc'-l-  ^'-)n'io+  4^CM0-H  4 ''Ce,,  =r  /;, 

2/3civ00-i-  4c2«0  -+-      62r„=e, 
2Ôc'w00+    //-//„ -H  4  c':ru  =  c'. 

d'où  "„;      "'/,d—  «*o  =  (7,0=  o  (/v'^f  o),  iv00  =  B,  «0  =  C,  e0=  C  (le  détermi- 
nantdu  dernier  système  est  —  o3). 


GROUPES    A    INVARIANT    BILINEAIRE    OU    QUADRATIQUE.  J2^ 

27.  Désignons  par  (4)„  (7)/5  (8)„  (i5)„  (i8)„  (19),  ce  que 
deviennent  les  équations  (4),  (7),  (8),  (i5),  (18),  (19)  respective- 
ment quand  on  y  fait  y"  =  k  =  l. 

A  contient  une  substitution  x  dont  les  colonnes  répondant  à  xt,  y, 
forment  une  solution  donnée  de  (7  );,  (4)/»  (8)/  pour  f  =  1. 

On  démontre  ce  théorème  comme  le  théorème  analogue  du  n°  4, 
F  ixh  Yi)  étant  ici  la  forme  xtyt,  si  l  f=  o,  et  la  forme  <|>  si.Z.=  o  (' )  : 
at  est  encore  équivalent  à  a  —  ¥{xlt  yt),  car  sans  cela  les  deux  équa- 
tions a  =  o  et  ¥{xh  yt)  -+-  at  =  o,  dont  les  premiers  membres  sont 
équivalents,  n'auraient  pas,  pour  chaque  système  de  valeurs  de  xh  v, 
le  même  nombre  de  solutions  dans  les  autres  variables. 

Comme  au  n°  4,  les  substitutions  x  de  celle  sorte  forment  le  com- 
plexe A/Z„,  oc0  étant  l'une  d'elles,  et  A,  le  groupe  de  a  -  F(œh  y,  ). 

De  même  les  substitutions  de  A  dont  les  lignes  répondant  à  xt,  y, 
constituent  une  solution  donnée  de  (i8)„  (i5),,  (19),  pour  f  =  1 
forment  le  complexe  xnAh  «.„,  étant  l'une  d'elles,  qui  existe 
toujours. 

Or  pour  n  >  1  et  l=i,  le  nombre  des  solutions  autres  que  o, 
o,  ...,  o,  de  (7),  est  -2v — 1  pour  n  =  iv  -+-  1  (■}  —  ex'2,  p  ^  2)  et 
(V'—  9)  (-''-'  4-  0)  pour  n=  2V'  (0  =  1  si  ^  =  0  ou  si  "j  est  réductible; 
8  =  —  1  si  <\>  est  irréductible;  si  donc/?  est  f=  1,  0  est  le  caractère  qua- 
dratique de  0)  (E.,  44,  45).  Il  s'agit  alors  de  calculer  le  nombre  m% 
des  solutions  de  (4)()  (8),  répondant  à  une  solution  autre  que  o, 
o,...,  o  de  (7),  [à  la  solution  o,  o,  ....  o  de  (7),   ne  répond  aucune 


(')  Si  /-oeto^o,  a'=  t«t  a,  d'après  la  construction  de  r,  la  forme 

^-HtfX+jY-H-Z, 

\  .  ï  et  /  ne  dépendant  pas  de  x,  y.  <  >n  identifie  cette  for .w  ei 

<\>(x  -+-  w,  7 -H  c)  -+  a, 
en  détermina  ni  //,  v  par  ><■«  -1   bv  =  X,  bu  -+-  ac'e  =  Y. 
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solution  de  (4)l}  (8),].  Or,  on  voit  comme  au  n°4que  m^,  est  indépen- 
dant de  2.  En  prenant  pour  S  la  solution  i,  o,  ...,o,  (4),  donne  (3,,=  i? 
on  peut  alors  prendre  arbitrairement  les  a';1,  $'it  oùiest^i,  a',,  étant 
alors  déterminé  par  (8),.  Donc  /»s  =-""-'.  Donc  l'ordre  deA(n,  n), 
gr«i  c.s7  2  pour  /t=  i,  e/  2(it  —  0) pourn  =  2(25),  es£  2Uv'IT[('ir2'—  i) 
pou;'  re  =  2V-t-i  (p>2),  c/  2-vv'~l1  (-'' — 9)  IIj'-1  (it*' —  i)  pour 

/l  =  2V'>  2  (j0>  2  ). 

Si  /)  >  2,  on  peut  réduire  a=  (a/*)  à  S"-1  x)  -+■  ex-  (c  =  i  ou  N). 
Pour  que  oc  =  (a/A.)  soit  dans  A',  il  faut  et  suffit  que 

-"=  î  x,j  «a  4-  canj  <xnk  =  faJk. 

La  condition  analogue  relative  à  or*'  est,  en  posant  a~'  =  («,'*), 

-,"='i  «ji  «ki  -+-  c~' «;««*«  =fa'jk. 

On  volt  de  même  que  les  substitutions  de  A  dont  la  première 
colonne  (ligne)  est  une  solution  donnée  de 


2ï-1«;1  +  c«j,=  i        (2?-'ar,-t-c- 


0 


forment  le  complexe  A,a0(a„A,),  a0  étant  Vune  d'elles,  qui  existe 
toujours,  et  A,  le  groupe  de  a  —  x\.  On  déduit  plus  simplement  de 
là  l'ordre  de  A. 


28.  A  (n,  r.)  contient  évidemment,  outre  les  générateurs  réels  déjà 
indiqués  (2o)  de  W  (/„  désignera  J  x,  —  x\,  si  vp  =  ex2,  et  \y,  —  y\, 
si  ip  =  c'y2)  les  substitutions 


k  = 


Xi    yi 


m,).  : 


V.a  = 


V*0) 


xt      ~/..c, 

X  X  -4-   / ../'/, 

yk  v/c —  bt.y  —  2cX.r  —  cT^Xk 

î      si  iL  ne  dépend  pas  de  #, 

y  y-  h'n 

%k  Xk H-  6X.r  -+-  2 c' }.y  —  c'\lyk 

t     si  t]>  ne  dépend  pas  de/ 


V,/,-> 


Xt      Xi  +  lXk 

yk   yk  —  >.>■, 

si   <\j  dépend  de  x, 


si    i   dépend  de  y. 
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(i,  k=fio;  oc  réel;  les  variables  non  écrites  sont  inaltérées)  et  leurs 
combinaisons 


hr  —  h-j  =  tjty      (y  jdj'\  j,  /  =  o,  ...,  v),        dtk  —  Wli_, , 


u-.-i. 


U«x  =  U*/,_x  =  tkYilAtk  — 


('), 


U0a  =  U/.t,._),  =  tk\oatk    = 


W0a  =  W/,0,_),=  ^  V*di_x  </,- 


R/*x=  R*/,-x-<  =  R,*,_x  4*  =  V,aVA.,-,_x-.V:Ax= 


S,7,x=  S/,-,,..x=  «*R/A-x'/t=  </R,7.,x-</ 


x,-     a:,'  +  ~).rk 
Xk     xk —  lyt 

y.i    yt  +  ^xk 

y k    yk  —  ïx,- 

x  x  +  lf*  |  si  ^  dépend 

•»*     Xk — b\y — ic\x —  cï.*yk   \         de  x, 

i      si  <j;  ne  dépend  pas  de  x. 

y  .>•  +  >''/, 

y  h     yk—blx  —  ic'ly  —  c''t-.ck 
i      si  (j;  ne  dépend  pas  de  y, 

xt         X  xk 

yt       *~\Yk 
xk     —  'k~lxi 

yk      —  "kyt 

Xi  ).)( 

y>     ^-]-</. 
xk    —  y.yt 

yk    —l-'x, 


si  ty  dépend 

de  y. 


(«,  A-^o), 


(i,  *^o), 


T,a-  =  rnj{  m, -,_xR,-*x     =  R«0  "',>'  '"/,._>. 


Xi  ■>■,, 

y:  yk 

■  '•/,  Xi 

yk  yt 


(I,  /■  ^o). 


(')   Les  définitions   précédentes,  celles  qui  vont  suivre  et  leurs  conséquence 
gardent  évidemment  leur  valeur  si  \  est  hors  de  3.  Elles  sont  alors  relatives  à 
un  groupe  A.(«,  %l)  où  i  est  >  i .    On   voit  que,  si  p  dans   S,  />,,.„   \      .  Uikp, 
W/tp  coïncidenl  respectivement   avec  les  substitution-  >n:  ,  Vfep,  U«0,  W{*«  du 
n°  9.  Cela  n'a  plus  lieu  si  p  est  hors  de  C 


forme  Vrt)v  en  V*/_x,  et  U,-^  en  W,^.  De  même,  en  posant  t  = 
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Il    sera  parfois  commode  de   négliger  le  dernier  indice  dans  les 
substitutions  m,  V,  U,  W,  et  les  deux  derniers  dans  «/0Vi. 

Il  résulte  des  formules  précédentes  que  tik,  pour  i  et  k  -=j^  o,  trans- 

x  y 

■> 

y  & 

et  en  écrivant  i<\  «f,  V,';tX,  V^,  U^,,  W£i  pour  l0,  u0,  V0/f).,  VAo>,  UoW., 
WoA).  afin  de  mettre  en  évidence  le  paramètre  c  ou  c'  dont  dépendent 
les  substitutions,  la  s2  T^(qui  transforme  '|  en^'=  bxy  -+-  c'x3-hcy2, 
donc  W  en  W,W  étant  le  groupe  de  •.]/)  transforme  ^0T'  en  w(0Y),  V$)  en  V,;  _-A 
et  U^-A  en  W^-A.  Cette  remarque  permet  de  déduire  de  chaque  relation 
entre  les  V,  U,  W  une  nouvelle  relation  analogue. 


29.    Les  substitutions  ainsi  définies  vérifient,  outre  les  équations 
de  W  (2o),  les  relations  suivantes  (')  : 


(20) 


tj  =  \fa=  i ,  V;,\=  V„.  _x  (y.  /  =  o,  . . . ,  n  ). 

R'rt  =  S,v,.  =  dik,         Rfa  =  Si),  =  i         (  i,  k  —  i ,  . . . ,  v  )  ; 


2l)    < 


(i,  k^6o)\ 


U%o\i 


t,  ma  t,  =  mltl ,  t0  /»„,„»,  (a  =  TWojJj, 

'  'V-      ( 

''■  [A 

si^  =  cz-2,       f0V0a<0=  V0*,_xî  si^  =  c'vs,         f0Vft„x*0  =  V*0i_x; 

si   ô^o,  <0V0*>fo  — V0aX!  ^oV*oX^o  =  Vi.0xUw  _*x, 

C 

'""-!,>,  Vo/.'/.  "'o.v,  =  VoA-.)..«„  W0t,_Xj,  j 

U     £1  ^(*°-  —  -«i)  =  c]; 


(  si  c'  =  c,  ^  V0a  <o  =  Wo*x.  <i  Vft0),  «j,  =  U*0)  )  ; 


f  '  )  Les  formules  (23),  (20) ,  (27  )  se  tirent  respectivement  des  formules  (22), 

i  1.  (  >.6)  en  transformant  ces  dernières  par  des  t;  (28)  résulte  de  (22)  et  (20); 

la  seconde  et  la  quatrième  des  relations  (2^)  sont  les  transformées  de  la  première 

et  de  La  troisième  par  -tik  :  la  dernière  des  relations    26)  est  la  transformée  de 

la  précédente  par  ~tk. 
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V,7,).  V,7|i  =  V,7(i  V;/V>.         (  *  ^  /  ou  *  =  /)  I 

V  MX  V,a,j.  V  /,//,  =  \  ,/,  u.  \  ,/,_)  a 
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(22)    < 


(23) 


(24) 


(25) 


V,V)  \  /.,-,.  V  if)  =  VJ  _ç_OTt,-X«(i'»i^»|tTH  V/,'  _J_      (  '  ) 

(<p  r=  i  -h  AfA,  <p'  =  I  —  /p.) 

^  *A  V/j-jji  =  \  /,,,.  V/,;),, 

V,a-,  U,V(l  =  U/7!,  Viti ,        V*/x  W«p  =  W/(|i  ViA 

U,7,).  U,7|i  =  U,7!i  Ua-À,        W»>  W(/(i  =  W,-,,,.  Ww 

(dans  ces  cinq  formules,  k  peut  être  égal  à  /) 

LT7Â  VikpUfh  =Vit|J.U/f>_X|i 
WïAU^Wt/x=UrtpiV„1_x|l 

V0/,->,  V,/^.  =  V,/,,j.  Vcs-X,  ^  *oX  V/.-;'|j.  =  VA:,-|i  Va0X    j 

^ /..y  V,.  ,  N /.,,j      :  W  ,/l.,>.-!j.N 'U(-,->|j.  N  o/,X  > 

^  ,i.[j^  ko)  ^  ilry.=  U//,,, .•).■.■,,.  \  ,„:,,,.  \  /„, 

U,*xUtt(1  =  U„|;,  U„a,        W  m  W*ni=  Ww,\\;ilJ 

U ,i /. x  V /,/,,.  =  V/„|;.  UotXi         V\  / „/.  V,/,,j.  =  V/aij.  W  /,„>. 
V0aWftn=  W/x^Vo/.),        V/,M>.  U4,-n  =  U*,,j  Y/.»), 

^  /„ij.  u„/tx  nv  /.,|j.  =  \  /,,,-,■/  >|i  v(1/i_>,[j.  u0/,x 

V,*jJl     UoftX  V^jj,    =   U/A-.-,->!|j.l  :„,./;i      I 

U,/,[j.  V0/,.),  U,/,,;.  =  V,7,,-,>:ij. l-'u,;,.,.  V0ax 
Urtji  Wa-oxUuji  =  Vrt-c'X'ti  Vrt,X[i,  WA.0x 
\  a.',  V\  fc0)  ^  /.<a     :  W»lC-xi|i  W0l-,xHi'W  to) 
WmJiVa.„x  W,^.  =  Vw,c.x.n    W.j.xn  V,.0). 


I /./../  *£o); 


(',/.-,  Mo); 


(/.  A'^o); 


,  (  /,  k  —  o  )  : 


(')  En  remplaçant  /n*__x«|i  /raj^nT^.  par  R^x-j^-i,  on  réduit  le  second  membre 

à  ^ /,,'/-!  ^/.-'/.-u^/i/  i,  c'est-à-dire  que  V(<)  \  /,,,,.  V,*)  ne  change  pas  quand  on 
remplace  respectivement  i,  /.,  À,  p.  par  /.,  i,  À-1,  — }.-p.,  ce  qui  échange  ? 
et  9'. 

Si  ç>  v'o,  on  a  encore  la  formule 


J     '  \  *i>V,a       ^  X      ■>,'"'..'  "'..■ 


i*,  - 

Y 

d'où,  par  les  changements  précédents,  >i  y'^zéo, 

fourn.  de  Math.  (7*  série),  tome  II         Fasc.  I\ 
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(26) 
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V/.-u/  11/,-oH  —  U/.ur;.  \  /,  11/  • 

VwJiV/,,) v0/i,.=  xu.  ///IJ.V/,,,),       v;„jj \ Lu,  V/on  =  i  i.i.-i.  ,\>\ toii 

Vo*>.VAO(lV0A.X=  '»Oj0iiWî4çU0/;1_c),{jl« V         (Ml— iXjJO    "         r).'|J.  V         XlJ.îirr'XlJ.-tl; 

n'O,  ~~z "0,  _ —  l'A',   _  ■ 


—  ce'  1- 


p' 


cljJ.(i  —  bip) 


cp  <p 

cp--i  — /;>.p. +  cc').-[j.-         (<3^o); 


[,MS..-Ji)  =  4 


U     il  V0*,cx'tiip»tAç,        si   o  =  i  +  cXfA  est  ^£o    ('), 

O/i,  — 

? 


(e  =  i  si  iL  dépend  de  j;  e  =  osi  ^cx5); 
W     [iVjfcc-^rt'Wîfc       si  <p'=n-c'V  est  ^  o, 
V/.»>W„,p.V^,=    j  Wtt_Lmï;Urfi.  !«■,_,  b',<*         si     ?'=o 

e'X 

(e  =  i  si  i|<  dépend  de  *•;  £  =  o  si  d/  =  c'y*); 
V0/,x  W„i[j.  —  W0i[i  V0/,)., 


V„/|,W/,0xV„^  =  W/,,^W/(0>, 
(27)  /   U0/[j.V^0),  U0/(i=U/*l6Xu   »i0x, 

V/OIJ.  W/l-oX  V/0(l  =  V//.  ,-2(-  ),|J^  /,  ,1"/ 


Vç/[i,  Voix  V0/|i  =  W/,/.2t.).ij.  N,,/,/, 
Uo/[x  Uotx  U0/n.  =  1  /.-/,îcX|j.  I  »/.'/• 
W7„J,.V/r0x  W/0M.=  \  /./,.,,., ,,.  VjtoXi 


l  u,!J.W/l„).U(,^=  V,i,6X(i  W/.„),        W/0{iW*oxW/0n=  W/,,,2r/!;.\V /,„>.; 

a?; 


(ai 


=  (V,;,xU,,M.)/V ... -,W      L\(V«xl  //.,,)  = 


■'■/. 


-  t.y.  y, 

I 
/..a  '   ' 


ï" 


■'■/, 


(')   En   changeante    en    —À,    et   en    posant   ;j.(i  —  cX/j.)  =  p.', 
(d'où  l' p.'  —  l[x),  on  peut  écrire  cette  équation  sous  la  forme 


1  —  c>.p. 


=  V 


V  „/.'/  I   11/.  ;i         '"      /  |J.'s'  U,i/,,j.   \  o/.'/  . 

'■     7T  ' 
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(R//.).S,7,!i)2=  i,         R;/.),SW.^=  ta  m,_,„.ni 


*-!' 


m-arriki  —  R//..-1  R,/.7,  nir,mk;  .==  S//. t  S,7.) , 

m    (twi^  x=  R,7t,-).R«-p.=  V /..,-,  \  ,7,0  \  ticrVrtp, 
(29)  (  ''  '       '  * 


■'—  t.  „>  —  _  P*.  ->  -    _^£. 

r1 

d'où,  en  transformant  par  tL. 


-Hpff=i  +  pV=  Ç,  p'  =  - 

/.  '  y.  t. 


m  ,,  m    v.  =  S(-*,_x  S,^  =  W,,7<r  IW  Ww,  U,/,p. 

30.  A(n,  -)  dérive  de  W,  des  t,  des  m  et  des  V  (cf.  8).  En  effet, 
soit  a  une  substitution  de  A,  et  reprenons  les  notations  du  n°  26.  Les 
éléments  de  la  première  colonne  de  a  n'étant  pas  tous  nuls,  on  peut, 
en  multipliant  à  droite  par  une  V,  une  U  (')  ou  une  mat\  (G  =  o  ou  i), 
rendre  a,,  égal  à  i,  puis  de  même,  par  les  Y  et  les  W,  annuler 
les  a„.  $a  où  i^i.  Alors,  d'après  (7),  (3,,  =  o,  et,  d'après  (4), 
p'u  =  1.  On  pourra  donc,  par  les  V  et  les  U,  annuler  les  [},',,  a,',  où 
i=fci.  Alors,  d'après  (8),  a'n  =0,  et  l'on  est  ramené  à  une  substi- 
tution de  A,  (27). 

Donc,  (unie  substitution  de  A(  n,  -)  a  un  déterminant  égal  à  ±  1 
(pour  p=£  2,  cela  résultait  déjà  de  aax  —  a,  d'où  |  a  |2  =  1).  Donc, 
pour  p  >  2,  le  p.  g.  c.  d '.  de  A,  I  est  I  ),  ce  qui  détermine  l'ordre  de  A. 

51.  Pour  obtenir  de  même  un  système  de  générateurs  de  Q2(«  n) 
il  suffit  d'exprimer  les  générateurs  de  W  et  les  \  „..,  V,0  par  les  géné- 
rateurs de   Q0(«,  --).  Or,  d'après  le  n"  23,  en  écrivant  ./;.,.,    r  . 
t.„,  m.t,a(V=  v  -1-  i)pour  ./•,.  r,.  /,,  mia,  on  a  d'abord 

in„su-.  „i,s,        s  =  st+vsu        ty(s0,  —  St)=c        (s0,  st  réels), 

tt=  tvm^9,  </  =  Z/C"',  d'où  qq  —  1 

(si  c'— t-,  donc  uù  =  i,  <'0  =  fymv.,_9U). 


(')  Si  3  0,  2C«01-r-6(30i  el  6a01-r-2c'(30,  ne  peuvent  s'annulera  la  fois.  Si 
donc,  pour  à  o,  les  y,,.  (3«  où  /  0  sonl  nuls,  on  pourra  rendre  oetJ  égal  à  1 
en  multipliant  à  droite  par  une  U„,  ou  une  \  ,„. 
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Déterminons  maintenant  p  =  p0  +  up,  (p„  et  p,  réels)  par  les  con- 
ditions 

xpy  —  xpy  =:  c  X  (  y  —  y  ).  xp  —  xp  =  c  f*.(u  —  y  ), 

A  et  ul  étant  arbitraires   clans  £  (le  déterminant  de  ces  équations 
en  p0,  p,  est  oc-'),  d'où 

zp  -h  xp  =  2C>.  -+-  &pt.,  xpy  -+-  xpy  =  —  ac'pt  —  6/.  pp  =  <]/().,  p.). 

On  aura 

(oo)    1  i'p  —   »iv'p  tJj"v'p==  Ufv'p  \  [Vp: 

d'où,  en  transformant  par  /,  et  en  changeant  A,  a  en  —  X,  —  u., 

=  V01-XW0!(1    (' 


xt 

Xi—ppyi+  pX.y-\-  pjv' 

y* 

«v pj/ 

y*—pyi 

U,0),  V  ,0U., 

(3i)  Otp=ttPt,-pti 

=  Wv'i'p  »  .//p  =  V  V',-p  \\  v'/p 


.v, 


•pp&i+yi—pBv  —  p.vv- 

Xf-\-pXi 

yv,+  pxi 


En  faisant  X  ou  pi  nul,  on  obtient  l'expression  de  V,0|i,  VoA, 
U,„>,,  W0,H.  par  les  générateurs  de  Q0(",  ^2)-  Mais  comme  le  p.  p. 
c.  m.  P,  des  P,>  (P,p  contient  deux  paramètres  réels)  coïncide  avec 
celui  P,  des  Y,0(i,  U,0>  (abélien  principal  d'ordre  t.'2),  on  peut  prendre 
pour  générateurs  de  (v>2(/?,  ~)  les  P,p,  joints  aux  générateurs  de 
Q0(/?-2,-)e/  deW. 

Remarque.  —  Supposons  |  réductible,  o  et  c  étant  7^0.  Défi- 
nissons m,  //',  A,  k',  s  comme  aux  nos  24  et  2i5,  et  posons  r  =  r0  +  «r, , 
/•'  =  r0-h  «>,.  Ecrivons  encore  rr,  y,,,,  t,,.,  mv,a  (V=  v  -f- 1)  pour  a?,, 
y,,  /,,  m1<r.  On  pourra  conserver  les  formules  précédentes  en  y  rem- 
plaçant  y,  u,  x,  x,  p,  p,  p0,  p,  par  «,  »',  A-,  A',  r,  r',  r0,  r,  (/-0et  r,  sont 
déterminés  par  r  et  /•',  et  inversement).  Mais  ici  V,vV,  Vv,„.,, 
'       >  Wv7r,  qui  conservent  V^j:tyt  s'expriment  a  priori  par  les  xn  v,, 


(')  On  voit  directement  que  V(ypU,v<r  n'est  dans  S  que  si  a  =  p. 
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x,  y  en  substitutions  de  A,  et  pour  préciser, 

kr 


V  ,-„.,.  —    L m.).,,,    \  ,„;  ,,  '■!  


V  ,.    —  V     ■ .     W  /'  —  - 


c(u  —  u')' 

/,  '  r' 


(  "'  —  "  ) 


52.   Supposons  ty  irréductible.  Des  formules  (28)-(3i),  en  posant 

—  pp  =  y,  —  °  =  s(ss  =  i),  î7  résulte  que  /,,l.n/r/in,/.s=  P|P^PI,-£.^P/ 

es/  réelle. 

Si  s  =  i,   /r  système  des   équations   en  p  équivaut  à   p2  =  y, 

PP  =  —  X,  e*  ^  compatible  toujours  et  seulement  si  yo  ({)  est  carré 
dans  S. 

Si  s  ■—  —  i ,  /«  condition  de  compatibilité  est  que  —  y  soit  carré 
dans  S. 


Si  s  est  =£±i  (donc  =£  s)  et  vérifie  s2  4-  6' s  +  i  =  o,  l'équation 
-  ~  =  s  revient,  en  posant  p  =  p^+  sp[  (p'0,  p',  réels)  et  p,  =    ,*_  , 

à  p  =  p2(i  —  -s),  et  l'équation   —  pp  =  y  à  pi  =     ,",,_  ,    •  £«  condi- 

^'on  ofe  compatibilité  équivalut  donc  à  celle  que  -/o(iî  —  //)  om 
/o(.s  -(-  ,y-'  +  2)  so/7  carre  dans  z.  En  particulier  :  i°  .ç/p  >  2,  eZ 
s«  /o  es/  carré,  la  condition  revient  à  celle  que  Vordre  de  s  divise 

71  -f-  I  .  .  .  • 

— >  c  est-à-dire  que  s  soit  le  carré  d'une  racine  d  équation  qua- 
dratique réciproque  (irréductible  puisque  sf^s)  (cf.  2i>);  2?  si 
s  =  q,  la  condition  est  que  yoc  soit  carré,  et  cela  même  si  q  =  ±  1 
(Car  si  q  =  1,  c  est  carré  dans  S,  et  si  q  =  —  1,  —  c  =  x-  est  non  carré 
dans  s);  3°  «'.s  =  —  u,  la  condition  est  que  ySci  b  4-  2C  )  soit  carré 
dans  s. 

On  a  donc,  d'après  ce  qui  précède,  M  S  désignant  un  carré  de  S, 
L'expression  par  les  V0/,  V,0,  U0,,  \Y0,  : 


(*)  à  rsi  introduit  i<  :i  en  vue  du  cas  où  i|>  est  réductible,  qui  sera  étudié  tout 
a  l'heure. 
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i°  De  m,,,,  =  (mJÙtr/,)((r/,m,um.ri)  si  l'ordre  de  s  divise >  ou 

sis  =  —  i  et  t:  =  3  (mod4)  (cf.  39)('); 
2°  De/0iffl;,,,=:;  ,m,.cMmv,7; 
3°  Sic'=  c,  de  t^m^^  =  /t,.ym   ^m.y\  /m.  „//vA  KmiAb^lc)m^_y)). 

Remarque  I.  —  Supposons  ^  réductible,  o  et  c  étant  ^o  ('-'). 
Les  résultats  précédents  subsistent  en  y  remplaçant,  comme  au  n°  51 , 
o,  u,  /.,  x,  p,  p,  p0,  p,  par  u,  iï,  k,  A',  r,  /■',  r0,  r,  et  s  par  s'  =  .s-' 
(réel).  On  le  voit  par  des  raisonnements  tout  semblables. 

Remarque  II.  —  Soit  ^  =  et--2.  Alors  tB  =  \  x,  —  x  |,  et  l'on  a 

'  /., OA,  — 

En  transformant  parT/,, (cf.  28,  29),  on  a  une  formule  analogue 
pour /,„,  m*  _,„>.  si  '\,  =  c'y-. 

55.  Il  est  clair  que  Q0(«,  ~  )  et  Q((«,  ~)  («  ayant  la  parité  de  l'in- 
dice de  Q)  divisent  U(n,  -)  (9).  Cherchons  les  p.  g.  c.  d.  respectifs 
r„(n,  tt2),  r;(//,  -2)  de  Q^(n,  -2),  QJ,(n,  tî2)  (y]  =  o,  i)  avec  H(n,r.) 
(cf.  20).  Une  substitution  a  de  T'^  devra  vérifier,  en  même  temps  que 

les  équations  (4)-(6)  du  n°  9  (avec  f=i),  les  équations  (4)-(8) 

(')   Dans  la  quatrième  des  formules  (26),   pour   que  Tordre   de  s  =  s0-+-  vSi 

7T  -+-  I 

divise (alors  st  est  ^  o,  donc  1  —  bip  jz^  o),  il  faut  et  suffit  que  la  quan- 
tité /(  =  2  -p  2S0—  —  Si  soit  un  carré  A'2.  Mais  comme  cp/j  — (2 —  bip.)'1  (:/±  o), 

tp  est  en  même  temps  un  carré,  et  la  formule  considérée  fournit,  d'après  (29), 
une  expression  de  w0l  V|  par  les  V,  U,  W.  Four  que.s  =  — 1,  il  faut  et  suffit  que 
6}.pi  — 2,  et  que  9  =  cc'12ij.- — 1,  d'où  6scp  =  —  ô.  Donc  w  n'est  alors  carié 
que  si  U  =  3  (mod4):  dans  ce  cas,  on  a  de  même,  d'après  (29),  une  expression 
de  ot0v,  par  les  \ ,  I  .  W  (c/.  39). 
(-)  On  ramène  immédiatement  le  cas  où  c-o,  c'  0  au  cas  c  jz:  o,  et  le 
c  =  c'  =  o  au  cas  t|/=o.  H  est  toujours  entendu  d'ailleurs  que  le  cas  où  <l 
est  réductible  ne  diffère  lui-même  que  par  un  changement  de  variables  du  cas 
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du  n°  2(5.  En  particulier  les  deux  systèmes  linéaires 

-,'-    i(«/yP/*+  P/7«rt)  +  2YlC«w«of  =  2  Y)  -^-p 
[j  —  O,...,  v), 

i  2?=  ,(«//P,v!  -i-  %,  *ii.)  +  2  y)  c  ct'0j  a'M  =  6y; 

'  (./=I,...,V), 

12?=  i  («,y{3,7,-t-  p,7a,,,)  +  2-nc*Uj?.ok=inf-yt 
(./  =  0,    ...,   V), 

1-/.=  i  (aI/  P«  +  P/;  «/*)  +  'î-f]Cac'aia()/l  =  fbji, 
(y=i,...,v) 

où  /r  est  supposé  fixe,  donnent  ("i,7,  =  /~ '  fîrt,  oc,*  =  /" '  ajA  (i  =  i , . . . ,  v ; 
/  =  o,  ...,  v).  De  même  [*«=/-%,  *Jk=f-ltLjk{i  =  i,  ...,  v; 
y  =  o,  ..     v). 

Z)o«c  d'abord  Fr,  ry///  correspond  à  f  —  i,  coïncide  avec  Q,,(«,  u2). 
Ensuite/  est  une  puissance  de  t'™-1,  etmême,  pour  «  impair,  dei'2'71'"1' 

[car  alors  xaa,  =  fa(p  >  2),  d'où  |a  |2  =  /'",  et  |a|~+l  =  i  (2),  donc 

7T  +  1  T 


.So?V  d'abord  h  =  2v,  <r/o«c  yj  =  o.   Posons  mi?=^ 


(9), 


pa.\ 

JK/    P    'J- 
|/,p  =  IT, mip,  j[x,,-j  =M.  Comme  [i.t- multiplie  a  par  '.'|-'r,  on  a  r"0  =  Mro, 

M  étant  premier  à  F„;  (  F((,  T0  )  =-+  1,  et  T0  contient  J,  dont  chaque 
substitution  a  par  i'2î7t~". 

,SW/  /(  =  2v  +  i,  <7o//r  ri  =  1  e/  p^z  2.  Le  produit  u  de  |a?,  '."-'. r| 
parirjm^ï  multiplie  a  par  t'2'"-1'.  Donc  T't  =  ju.j F,,  [p,j  étant  premier 
à  I1,,  et  (F,,  1",)  =  ±  (t.  -+-  1).  On  a  évidemment  aussi  F,  =  .1  F,  ;  mais 
le  j).  g",  c.  d.  de  .1,  F,  est  D,  d'ordre  2. 

Considérons  maintenant  Q, (/*,-)(«  =  2 v',  v'=v  +  i).  Soit  a 
une  de  ses  substitutions,  el  reprenons  Les  notations  du  n°26.  D'après  la 
forme  de  a  avec  les  variables  de  O'., ,  les  coefficients  de  a  satisfont  aux 
mêmes  conditions  que  si  xélail  dansQ'0(n,  u2).  Dans  les  p.  g.  c.  d.  res- 
pectifs Vt(n,  w)  el  F ._,(//,  -)  de  Qa(«,  ~>  el  Q's(",  ~)  avec  ll(//,  n) 
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divisant  respectivement  T0(n,  rr)  et  T'0(n,  --).  Mais  de  plus  : 
i°  les  a.ik,  a'ik,  $ik,  $'ih  où  i  et  k  sont  <v  sont  réels;  2°  X,  et  Y,  étant 
réels  pour  /  _v,  et  .rv  conjugué  de  y./,  <x,v  est  conjugué  de  a|,,.,  et  (3|V 
de  p;v.;  3°  Xv.  étant  conjugué  de  Yv ,  a,/,  est  conjugué  de  (3./,(/ ;<v),  a:,, 
de  ^.,(i<v),  avV  de  p^v,  et  <,v,  de  (3vV. 

Or  on  a,  en  désignant  par  e  un  élément  quelconque  de  a,  e  =fe. 
La  relation  a,y  —  ajv,(ijv),  jointe  à  a,v  =  /a,y,  ot'ht.  =  fcr.'h,,  donne 
a,v  =  /2«iV-  De  même  [J,v  =  /2[W>  avV  =  /2avy,  (3vy  =  /2(3vV.  Donc 
/*=!.  Si /=  —  i,  l'équation  e=/e  montre  que  e  a  la  forme 
(u  —  u)e0,  <?0  étant  réel.  La  comparaison  des  relations  (4)  et  (5) 
pour  k  =  v'  donne  d'ailleurs  (avV — pvy)2  =  i,  ou,  en  posant 
ocvv=(u  —  u)r,  pvv=(u  — u)s,  (r  et  *  réels),  (/■  —  s)2  =8,  ce  qui 
est  absurde.  Z)o«c  f  =  \  (p>i),  d'où  F,  =  r2<Q0(/z,  tî),  e/  de  plus, 

pOllT  ÏSV,  <X,y  =  tt!Nn  [$,y  =  P'v'J  avï  =  ?•/,',  <<■,  =  fC)  *vV  =  PU'»  «v'v  =  PvV, 

at-'ec  (avv  —  (3V  v  )2  =  i .  Il  est  clair  que  T2  contient  toutes  les  substitu- 
tions de  Q0(n,  ~)  ywi  vérifient  ces  conditions,  en  particulier  les  P,> 
où  A  est  réel  et  les /n,/s,  m.lsL,  oi\s  est  réel,  donc  égala  ±  i  [car5n+,:=i 
(25)]. 

Or,  en  multipliant  au  besoin  a  à  droite  par  une  l?a  ou  une  0,->,,  on 
peut  annuler  a.//  ou  p\y  [  si  tous  les  a,y,  (3,y  où  ;'<v  sont  nuls, 
avvPvv  =  o  d'après  (7)].  En  multipliant  ensuite  au  besoin  à  droite 
par  /./  et  /»./_,,  on  peut  réduire  ocvy  =  %•„>,  à  1 ,  et  «'„,,=  (3vyà  o.  Si  alors 
les  a/v,  (3,y  où  /'  v  ne  sont  pas  tous  nuls,  on  les  annulera  de  même 
tous  sauf  un  à  l'aide  des  V,  U,  W,  puis  le  dernier  à  l'aide  d'une  P.  Or, 
leur  nullité  entraîne  |  d'après  (5),  (G)  pour  k  =  v']  celle  des  av,  =  p\v, 
oc'v,,=  $',,,,.  Dom-  ?,  dérive  de  Q0(2v,  tc),  des  P,>  et  de  \  /»v;-i,  /./!. 

Pour  préciser  davantage,  soit  d'abord  p  =fc  2.  Remplaçons  les 
variables  av,  y,/  par  .v  = '- (x./ -h  y.,),  y  =  '-_(■>'.,  — ■  /»'),  d'où 
■j/ =  x'2  —  jy2 .  Convenons  en  outre  de  négliger  la  nature  des  va- 
riables e,  y,  qui  sont  imaginaires,  et  d'identifier  les  substitutions  avec 
leurs  matrices.  Alors  P,>,  0,x  et  t./tn.,^  deviennent  respective- 
ment U,,,),  V0/x,  t„  du  groupe  de  Ï'J./,  r,  + ■'"•  Donc  le  p.  p.  c.  ni.  VI 
de  Q„(2V,  t.),  des  1',,,  des  <  >,->  et  de  1,111,  ,  est  semblable  à 
Q,(2V-KI,  ~).     Chaque    .substitution     de     f°    est    permutable    à 
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L/=\y,  —  y\,  et  l'on  verra  au  n°  7>i  que  l\  est  le  produit  direct 
de  T.,  par  )/.,•[.  L'indice  de  T„  dans  Q0(n,  ~)  est  '-  (z2v~M  —  -'') 
(cf.  27). 

Soit  /?  =  2  (donc  wv._  =  1).  Posons  :r  =  x.,  -{- y.,>,  y=y./,  d'où 
<J/  =  xy  +y-.  Alors,  avec  les  mêmes  conventions.  P„  et  0,-Â  de- 
viennent respectivement  V,o),  et  W0l%  du  groupe  de  TJ./,  >-,-t-_vJ. 
Donc  le  p.  p.  c.  m.  de  T\  de  Q0(2v,  -),  des  Vtl  et  des  0,x  est  sem- 
blable à  Q,(av-t-i,  ^)[=G(2v,  -)  (26)].  Chaque  substitution 
de  T°2  est  permutable  à  lv  =  \x,  x  -\-y\,  et  l'on  verra  au  n°  54-  que  F2 
est  encore  le  produit  direct  de  Y"  par  \  t.,-  \ .  L'indice  de  I\  dans  Q0(n,  -) 
est  ici-'"+i  —  ttv. 

On  voit  d'ailleurs  comme  au  n°  20  que,  dans  H(//,  -),  le  norma- 
lisant de  rV,  est  P^,(y)  =  o,  1),  et  celui  de  r2,  i'„  =  T2. 

54.  Soit,  pour  p  >  2,  comme  précédemment,  A°(//,  -)  le  diviseur 
de  A  formé  des  substitutions  de  déterminant  1 ,  do/m  normal  dans  h!  : 
il  est  clair  que  (A,  A0)  =  2.  On  peut  encore  définir  A0  comme  le 
p-  p-  c.  m.  des  substitutions  tjj;  Vyy-,  U/7<)  Wy-A,  /»/(,/,  /'=  o;  k  >  0),  car 
ce  p.  p.  c.  m.  A'0  est  évidemment  5  A0  et  permutable  à  tj,  en  sorte 
que  A'0-+-  tjA'0  est  un  groupe  contenant  tous  les  générateurs  de  A.  Si 
d'ailleurs  '^est  irréductible,  la  forme  imaginaire  A'1  (/t,  tt)  =  Q°,(n,~) 
de  A0  est  évidemment  le  p.  g.  c.  d.  de  Q  et  de  Q°(  //,  --). 

l'oiir  p  =  2  (n  pair),  la  seconde  de  finition  que  j'adopterai 
désormais,  a  un  sens;  mais  elle  ne  permet  pas  d'affirmer  de  suite  que 
(A,  A0)  =  2,  ni,  si  A°<  A,  que  A"  soit  normal  dans  A'. 

Je  dis  que,  même  ûp  =  2,  (A,  A")  =  2  (et  l'on  verra  au  n"  7>\)  que 
\"  est  encore  normal  dons  V).  Pour  le  démontrer,  supposons 
d'abord  y  -  o,  et  considérons  la  quadrique  <1>  définie  par  I|.c,k,-=  o, 
1rs  2V  coordonnées  étant  homogènes  et  variant  dans  ;.  Soit  L  la 
variété  définie  par  un  système  s,  «le  v  équations  linéaires  indépen- 
dantes en  liT  les ./,,  y(.  Soit  pie  rang  du  déterminant  des  coefficients  des 

/ ,  dans  .vv.  Supposons  cpie  le  dé  le  ri  ni  liant  des  coefficients  de  X, X 

dans  les  p  premières  équations  de  sv  soit  ^  o,  résolvons-les  en  se, 

Xp,  et  portons  les  valeurs  de  x, ,...,  x.  dans  les  v  —  p  dernières  équa- 

Journ.  de  Math,  {y  série),  lome  11.    -  Kasc,  l\.  1916.  I  I 
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lions  :  d'après  l'hypothèse  faite  sur  le  rang,  xp+n  ...,  .r.,  disparaîtront 
de  ces  v  —  p  équations.  Résolvons  le  système  sv_„  de  ces  v  —  p  équa- 
tions (qui  sont  indépendantes)  par  rapport  à  v  —  p  des  y,-  choisis  de 
telle  manière  que  le  nombre  a  des  yt  d'indice  <  p  soit  minimum.  On 
peut  évidemment  choisir  l'ordre  des  x  (qui  détermine  celui  des  y 
d'après  l'équation  de  <[>)  de  manière  que  cesv  — p  y{  soient  yn  ..., 
}\  (a=p)>yp+ij  •  •  -,  JKp+p(a  +  p  =  v  —  p).  Comme  on  vient  de  le  voir, 
cesv  —  o yl  ne  dépendent  d'aucun  x.  De  plus,  si  ai'i,j,, . . .,  ya  ne 
dépendent  pas  des  yt  ou  i  est  >  p  -+-  (3,  car  si  y,,  par  exemple, 
dépendait  de yp+p+l,  on  pourrait  résoudre  .sv_6  eny2, ...,  ya, yp+n  ..., 
JKp+13+,  contre  l'hypothèse  faite  sur  a.  Je  supposerai  qu'on  a  porté 
dans  xt,  . ..,  xp  les  expressions  dey,,  . . .,  ya,  yp+{,.  ■ . ,  yp+p  par  les 
autres  y. 

Cherchons  maintenant  les  conditions  pour  que  Lsoit  sur  $(je  dirai 
qu'alors  L  est  une  génératrice  de  $).  Portons  pour  cela  dans 
Z'r<,y,  =  o  les  expressions  obtenues  de  x{,  ...,  xp,  y,,  ...,  ya, 
y^t,  •••jJKp+p-  Les  termes  Z^P  x,  y, ne  fournissent  aucun  terme  xkyk 
ou  /•  soit  >  p  4-  [3;  car  l,"xiyi  ne  fournit  aucun  terme  où  y  ait  un  indice 
>  p  -+-  p,  et  il  enestde  même  de  E£+1ay,et  S^fic,^,,  puisque ya+,,..., 
r,.  et  rf+1 ,  . . .,  a;p+p  sont  des  variables  indépendantes.  Donc  p  +  [3  =  v, 
a  =  o,  et  l'on  peut  supposer  que  les  équations  de  L  ont  la  forme 

-,     =  bu  /i  +  .  .  .-+-  blpyp+  bupA  |  «»+,  +  . .  .+  èiv/v, 


Jp+i=  &p-M,i 7i  -+-  •  • .-+-  &p+l,p». 


>'v        =  #vi      J'i-t".  ■  •-     /'       ' 


<  >ii  voit  alors  directement  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  -\  x ,  r,      o  soit  identiquement  vérifiée  par  ces  expressions 

i  que  la  matrice  (h,,)  des  coefficients  dey,,  ...,  y?,  .r^,, cv 

dans  (E)  soii  alternée.  Je  dirai  que  p  est  le  genre  de  {  E)  ou  de  L 
|  p  n'esl  pas  le  rang  de  (/>,,.)  |  '•/  de  to«/e  variété  qui  se  déduit  de  (E) 
//e//-  /////  permutation  des  indices  des  x  et  des  y. 

!  ne  vérification  simple  montre  que  tw,-)  el  V,A,  ne  changenl  pas  le 
genrede  CE)  (on  distinguera  les  quatre  cas  :  i,  k    p;  i    ::/,>p;/>p, 
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h  p  ;  i,  h >  p),  tandis  que  /,  le  fait  varier  d'une  unité  fsi  i>p,  /,  le 
fait  croître  de  i,  et  il  en  est  de  même  pour  i<p  si  un  des  v  coefficients 
0/,P+l,  •  • .,  6/v  tel  que  6(A  est  ^  o,  puisqu'on  peut  alors  résoudre  (  E  ) 
par  rapport  à  xk,  v,  et  aux  autres  x,  y  des  premiers  membres;  si 
p«>mj  ■  •  -,  &,v  sont  tous  nuls,  le  genre  diminue  de  il. 

Donc  les  ttYMti  et  les  tik  ne  changent  pas  la  parité  du  genre  de  (E). 
Donc  A0,  p.  p.  c.  m.  de  ces  substitutions  et  des  m0,  ne  change  pas 
cette  parité,  tandis  que  lt  la  change.  Donc,  si  '}  =  o,  (A,  A0)  =  2. 

Si  n  est  pair  et  •}  ^  o,  l'expression  des  générateurs  de  A  par  ceux 
de  Q0(n,  -)  ou  de  Q0  (n,  ~2)  selon  que  ^  est  réductible  ou  non  (24, 
31,  52  )  montre  quV/  en  est  encore  de  même. 

Si  n  est  impair  (/>>:>),  on  est  ramené  au  cas  de  n  pair,  en 
considérant  A  comme  un  diviseur  du  groupe  a  -h  y-  (pour  <\>  =  ex"). 

."».».  Arrêtons-nous  au  cas  de  n  pair,  et  disons  que  les  génératrices 
de  genre  pair  sont  paires,  et  forment  le  premiersystènie  ou  {^système 
pair,  et  que  les  autres  sont  impaires,  et  forment  le  second  système 
ou  le  système  impair.  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que,  pour  p>-2,  et 
n  pair,  A0  est  le  groupe  des  substitutions  de  A  qui  permutent  exclu- 
sivement entre  elles  les  général  rie, -s  de  chaque  système,  tandis  que 
tjA"  échange  les  systèmes. 

A"  permute  transitivement  les  génératrices  de  chaque  système. 
Partons  en  effet  d'une  génératrice  quelconque  prise  sous  la  forme  (E), 
en  y  remplaçant  v  par  v'  (•}  peut  ici  être  irréductible;  on  prendra  alors 
A"  au  lieu  de  A").  On  peut,  par  des  V)fa,  l\./a  (31)  [en  tenant  compte 
de  la  dernière  équation  de  (E)  si  v'>  v]  annuler  bl>p+1,. .  .,  /v, ,  puis, 
par  l,,  diminuer  le  genre.  En  répétant  un  nombre  pair  de  fois  un  groupe 
d'opérations  analogue  (tout  produit  de  générateurs  de  \  où  les  t 
figurent  un  nombre  pair  de  fois  est  dans  A"),  on  arrivera  à  une  géné- 
ratrice de  genre  1.  Si  elle  est  de  genre  o,  elle  est  définie  par 
.Xi  =  •••  —y»'  =0.  Si  elle  est  de  genre  1 ,  elle  esl  définie  par  x,  o, 
yt  =  ...  =yi-K  =o,yi+l  =  ...  =yv-  =  0,   qui   se  ramène   par  /,,  à 

■' ''   - °> yt  =  •  •  •  =  y-/  =  o. 

On  remarquera  que  l'échangede  c  .  vi  dans  (  E  1  fournit  une  gêné- 
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ratrice  dont  l'intersection  avec  (E)  s'obtient  en  adjoignant  à  (E)  la 
seule  équation  r,  =  yi}  c'est-à-dire  dont  l'intersection  avec  (E)  a  un 
nombre  de  dimensions  de  !a  parité  de  v'  -+-  i .  Au  contraire  soit  (E')  le 
système  déduit  de  (E)par  une  min  une  V,/X  ou  une  P,y<r,  en  éliminant, 
s'il  y  a  lieu,  y./  des  v'  —  i  premières  équations  à  l'aide  de  la  v'ieme.  En 
retranchant  de  chaque  équation  de  (E')  l'équation  correspondante  de 
(E)  multipliée  par  un  facteur  convenable,  on  peut  faire  disparaître 
celui  des  x,,  ...,  a?p,  y?hl ,  . ...,  yv-  qui  y  figure. 

Soit(E0)  le  système  ainsi  obtenu.  L'intersection  de  (E),  (E')  est 
aussi  celle  de  (E),  (E0).  Or,  dans  (E0),  la  matrice  des  coefficients  de 
yt,  ...,y„,  ceç+n  ...,^vest  alternée,  donc  de  rang  pair  (E.,  195). 
Donc  le  nombre  des  dimensions  de  l'intersection  a  la  même  parité 
que  v'  ('  ). 

Donc  deux  génératrices  son/  ou  non  du  même  système  selon,  que 
Je  nombre  des  dimensions  de  leur  intersection  a  ou  non  la  parité 
de  v'.  Donc  une  substitution  cl  de  A  sera  ou  non  dans  A0  selon  que 
V intersection  d'une  génératrice  quelconque  et  de  sa  transformée 
par  y.  aura  ou  non  un  nombre  de  dimensions  de  la  parité  de  v'. 

56.  Revenons  maintenant  à  la  définition  de  A0  comme  p.  p.  c.  m. 
des  générateurs  autres  que  les  tj(j>o).  On  voit,  en  recourant  au 

besoin  à  la  forme  A  de  A  quand  ']>  est  irréductible,  que,  pour  p>2 
(//  étant  pair  si  p=  2),  toute  expression  d'une  substitution  de  A" 
par  les  générateurs  de  A  contient  un  nombre  pair  de  lj.  Les  substi- 
tutions de  A°sont  dites  paires,  les  autres  substitutions  de  A  impaires; 
A"  sera  dit  le  groupe  pair  de  a.  La  méthode  du  n°  50  permet  de 
reconnaître  effectivement  si  une  substitution  est  paire  ou  impaire. 

1  On  pourrait  démontrer  d'abord  [cf.  Bertini,  Introduzione  alla  geometria 
proiettiva  degli  iperspazi  (Pise,  Spoerri,  1907),  p.  1 29- 1 35] .  comme  dans  le 
champ  complexe  ordinaire,  que  les  génératrices  forment  deux  systèmes,  en 
m  dans  le  même  système  que  l'une  d'elles  toutes  celles  qu'on  en  déduit 
par  la  variation  des  coefficients.  La  démonstration  ne  suppose  pas  que  la  varia- 
lion  soit  continue,  mais  seulement  que,  pour  v  =  1  et  4'=:0>  il  v  a  deux  systèmes 
définis  me  on  vient  de  le  voir,  ce  qui  est  clair. 
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37  (').  Pour p  =  i  (n  =  2v'),  on  peut  encore  définir  A0  comme 
h'  groupe  des  substitutions  y.  de  A  qui  vérifient 

i    'cc  =  -ihy-,1,%1,  -f-  i2AaoApô 
(32)  H-B2,«/0(3;0+B6«0Op;o  +  Cc(«=o  +  {350  +  a^  +  p'0î0)  =  v' 

'  (/./(=[ v). 

En  effet,  soit  A  la  substitution  qui  se  déduit  de  a  en  y  remplaçant 
partout  y.  par  A,  et  3  par  u..  On  trouve,  à  l'aide  des  formules  (/|)-(8), 
(i5)-(  i()),  que  I;,a  =  Ia+  I-,  +  V  (■'). 

Donc  les  substitutions  de  A  qui  vérifient  (3a)  forment  un  groupe  T, 


(1)  Comparer  Dickson,  Linear  groups,  205. 

(2)  On  a  d'abord 

I).*  =  2,7W(a//  ^iAkA'u  -+  a,A.  V,7  A*,f*'/;  -F  plt  <x'tk  pkA'/j  +  «'m  ,3,7  f**, /*'„•) 

+     bljki  («o*(3o/ÀAva'0  +  x0*p'0,Aw^  +  j30/a'oA.^yA'/y.-i-  a'0A.(3'0/fjLA7fx^.) 

+  B62A.,    (a04.j30/Ai0)//0  +  a0/,  S'0/  XAof*'/0  +  P»,*',, ,,;;., „>.;„+  <<  Xi/^of^/o) 

(i,j'  =  i,  ...,  v;  /..  /  =  o.  ...,  v). 

Dans  ce  qui  suit,  les  parties  soulignées  sont  celles  qui  sont  soumises  à  une 
transformation.  Les  termes  surmontés  d'un  trait  seront  réunis  ultérieurement; 
2'  indique  des  sommations  où  /,- =é  ;;  2"  des  sommationsoù  /.  <  /. 

(  lonsidérons  l,j/,,.  Dans  cette  somme,  le  second  et  le  troisième  terme  donnent, 
en  transformant  2i<xlk$'u  d'après  (  \  i.  et  en  faisant  un  échange  des  indices  de  C: 

pour  /,  /, 

2'ijii  P  n  «,'*  (  A  u  fi'*,-  +  pkj  l'ij  )  +  6  2/«(a0  ,#*-!-  p0/«M)À/yfii7 
B2«,(3„<4(W*o      H*0À/o)  -+-  62;«f  a„pj,       ï0/«i*)î    (**/; 
pour  /,   =  /, 

-,j/.(  y;kï,kîi.j[j-i.i+'£ikx,i, :•    i 
-     ■    '-•• "  i-i'Ai  +  ^kA'k-i) 

-,'.  :>;.i'i'i„\  bl  y„,?„i,   i    p0* ai*)  +  ']  +  (*       "-  f*oy-2 

1  i  /,,.>.       i     i*/         (B  — 1)2,0     i         b      i  .1  ■•    /.. 
Le  premier  el  le  quatrième  teri le  1       doi ni  : 


3  \  \  J.-A.     riK     SKGUIER. 

et  les  /,,  y///  ne  vérifient  pas  (32),  sont  hors  de  V.  Donc  T  est  <  A . 
D'ailleurs  les  générateurs  de  A"  vérifient  (32).  Donc  Y  est  A". 
Mais  (A,  A„)  est  <  i.  Donc  T  =  A0,  et  (A,  A0)  =  2. 

pour  k  -g£  l, 

Z'ljki(*ik ^n'i-hj l'„  ■+-  «itfiikhj >•*/  +  «//  %/[J-h,  p'ij  4-  c',i%k[J-ij fi/.,  ) 

~,',U  [  «,A  Pil  (  ^ty></+  ?■/;?./,  )  +   (*'*  %l  (  f**y  "-//  +  fi/y  fi*/  )  ] 

-H     62"H  [  À/;  //i;(z0/.  p0/+  ot0/(3oft)  ■+-  ft/yfti;-(«i*  pi/H-  ai/  pi*)] 
=      B     l',\i  [xa^,i(l,,0ln  +  >./,,  X*o)  +  ««  P«(f**«f4-r-  P'oP-lo)] 
+     62^/  [A/7X^.(a0A.p0,+  a0/(V)  +  f*Vr4/(ai*  P»'  +  «i/Pi*)]  I 

pour  Â  =  /,  en  transformant  Ijî.^i',,  et  2y- f*Av- fJtJty,  puis  2, •«,-/,  j3,7,.  1  y     |3  /. 

2A.[ù(a0*,  (3„,.)iI'(X,,„,^„)H-'M^-  PW^P-à-o,  r**»)] 

+  c1r(A„0,  XJ.)  4-  C  W(p.00l  F.m)  +  C[<J,(a00,  (3„0)  +  c]  +  C'[^K„,  pi,)  +  c']. 

Considérons,  dans  Ixa,  62;*/.  Le  premier  terme  de  cette  somme  donne  : 
pour  /.        /, 

b 2/*/(a„* p0/X/,7V//+  «0/ (30/i  >  ,, >/,, ) 

=  62*/  (aoA.[30/+  ot0/Pi    f/    '/./  +  B62h«0/,P(,/(Xa.oX/04-X/0Xâ.o); 

pour  k  =  /,  en  transformant  2y  )    .  /  ■,.. 

62^  zuJ  S,,  M'i  /,„.  XJto)       6C«oop0o. 

Le  quatrième  terme  de  />2,/,/  donne  de  même  : 
pour  /.  ^=  /, 


iiu(A(>'       ti/Pi*)r'     fi*7-r-B62«aiAPi     fJ    ,;,',.,-:-  y .  „;j.„»: 

pour  /,  =./, 

& 2A. «oa Poa  'l'ip-/,n.  p-ito)  4-6G'aioPi0. 

Le  second  et  le  troisième  tenue  de  /'~y,</  donnent  : 

pour  /        I .  en  échangeant  /  et  /  dans  le  premier  des  deux  termes,  et  en  trans- 

for i  —,  [j /, ,  /./,, 

I>±  ;,,,.   ,    \    -    w..yy,;    :    BèSi/Po/aiiC^rtf  i  I   p-*,^/o); 

pour  /.       /.  en  transformant  i,/./.," 

bl  i  Ju&«!,*)f**;%/+ô2*«oJi  io*[B(X*0r*ioH-r**o**o)H  ilH-6(B— i)a > 

1    i  rons,  dans  l,7.  B2  . ..  Le  premier  terme  doi le  même  ; 
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38(').  Tout  changement  de  variables  à  coefficients  dans  S  qui 
conserve  a  conserve  a  priori,  A  et  A0,  puisque  sa  matrice  est  celle 
d'une  substitution  de  A.  Il  conserve  donc,  la  parité  (34)  de  chaque 
substitution  a  de  A  et  celle  de  Ix. 

Toute  substitution  a  d'ordre  impair  de  A  est  dans  A0,  car  or  est 
dans  A0,  et  a,  étant  d'ordre  impair,  est  une  puissance  de  a2. 

Dans  la  forme  canonique  d'une  substitution  a  de  A,  la  parité  du 
nombre  des  suites  est  celle  de  a.  En  effet,  prenons  les  variables  cano- 
niques de  a  qui  rendent  les  comultipîicateurs  (S.,  5)  égaux  aux  multi- 


pour  k  y6. 1, 

Bl"mcxikPa(^ko^io+  'i :j':«)  +  ]!/'I/!/(«o/(3o/.-t-  «,,/,- (3n,)Àft,  >■/.<>: 

pour  k  =  /, 

B2klkltï'toty(<xok,  po^-hBcl^l'oo. 

Le  quatrième  ternie  donne  : 
pour  k  r£  l, 

UÏ"l/,l(lJ.,,ilij:„,  h  fxrtr4o  )  x'u  Piz-r-  B  bï'ui  x'u  P'oi  -+-  «oi Si*) F-io f4>; 

pour  /.  —  l, 

\M,,Ij.j,u[j',,<,  <l>(y.'„,,.  6^)  -F  H''  v-, 

Le  second  et  le  troisième  terme  donnent  : 
pour  /.        /. 

B2-wS,7«m  I  >  >of**o4-  M/^>/")  +  B624,( a0/e;A-i-  S„: ai* ) > ,<.. fxi0: 

pour  /.  r_j=  /, 

B2,A«/*S;*(XA„jxÂo4-(jLAo^)  +  B54[&(«o*Si-i  '  !  | ;t  /, —  ,  t ;J„,, / , ... 

Après  ces  transformations,  en  supprimant  les  termes  qui  se  détrui  ent  en 
réunissant  les  termes  surmontés  d'un  irait,  et  en  séparanl  !<■-  termes  dont  sont 
formées  les  iji  et  les  W,  on  obtient  aisément 

l/u  SiA«//(3;AH    B2,«,0p;0H-62A«„,,Si/,H    Bba l'M 

■+-  ljhl>  /,/>;,         \\l,,;),,„/,„   t     bljpojl'o,     :     B6fJ    . /„.. 

d'où,  cm  transformant  -i,\> „:  >  ',  r|  -,;',.   '      l;l  formule  du  texte. 
(')  Cf.  Jowws,  Journal  de  Mathématiques^  igo5,  p.   178. 
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plicateurs.  Si  tous  les  multiplicateurs  sont  égaux  à  i,  on  peut  (') 
introduire  de  nouvelles  variables  ramenant  a  à  la  forme  canonique 
et  a  à  une  forme  où  l'on  vérifie  directement  que  Ia  —  v'  a  la  parité  du 
nombre  des  suites  de  a.  Si  les  multiplicateurs  ne  sont  pas  tous  égaux 
à  i ,  a  est  le  produit  de  deux  substitutions,  évidemment  échangeables, 
dont  l'une  a'  s'obtient  en  remplaçant  chaque  multiplicateur  et  chaque 
comultiplicateur  par  i  (oc'  a  donc  le  même  nombre  de  suites  que  a),  et 
l'autre  a"  en  multipliant  chaque  variable  par  le  multiplicateur  de  la 
suite  où  elle  figure  dans  a.  Or  a'  est  d'ordre  2,  et  a"  d'ordre  impair 
[comme  l'exposant  auquel  appartient  chaque  multiplicateur  =^  1  dans 
le  champ  canonique  (S.,  5)  de  a].  Donc  a'  et  a"  sont  des  puissances 
de  a  (E.,  10)  et  par  suite  conservent  a.  Or  quand  on  repasse  aux 
variables  qui  réduisent  a  à  son  type  canonique,  a",  étant  d'ordre 
impair,  est  paire,  et  l'on  est  ramené  à  considérer  a'. 

Remarque.  —  On  a  donc,  pour  p  —  2,  quatre  critères  de  parité 
d'une  substitution  a  de  A  :  le  premier  fourni  par  l'expression  de  a  en 
produit  de  générateurs  de  A0;  le  second  par  les  génératrices  de  la 
quadrique  a  =  o;  le  troisième  par  la  parité  de  Ia;  le  quatrième  par  la 
parité  des  exposants  des  diviseurs  élémentaires  de  a  —  si,  1  étant  la 
matrice  unité  d'ordre  //. 

D'après  les  deux  derniers  critères,  toutes  1rs  fois  que  A  contient 
la  transposée  de  chacune  de  ses  substitutions,  il  en  est  de  même 
de  A0.  L'emploi  de  ces  quatre  critères  n'exige  que  des  opérations 
rationnelles;  mais  celui  du  premier  et  du  troisième  exige  la  réduction 
préalable  de  a  à  son  type  canonique. 

59.  Je  désignerai  par  B(n,  ~,  a)=  B(n,  ~)  et  j'appellerai  groupe 
réduit  de  a  :  1°  pour  n  >>  2,  le  p.  p.  c.  111.  des  Yik,  Uik,  Wrt 
(/,  /.'  =  o,  ...,  v);  2°  pour  n  =  2,  le  p.  p.  c.  m.  des  mu.--,  mu.  étant  un 

générateur  de  A0  si  a  est  réductible  dans  S,  de  A"  si  a,  est  irréductible 
dans  S;  3°  pour  n  =  1,  le  groupe  1  =  A".  Le  groupe  déduit  de  B,  en  y  sup- 
posant les  variables  homogènes,  sera  désigné  par  if>,|  //,  -,  a)  =  v\,(/i,  ~). 
Il  sera  commode  aussi  de  remplacer  la  lettre  H  par  R  ou  I\,  quand  A 

(')   Voir  in:  S 1.  .tournai  dr  Mathématiques,  1909,  \>.  1-63. 
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est  remplacé  par  Q  ouQ,(('  =  o,  i,  2),  et  alors  ub  sera  de  même  rem- 
placé par  A  ou  &,..  Enfin  j'écrirai  B,  R,  H~,  ^,  si,  â^pour  B,  R,  R„ 
i)b,  A,  &,■  respectivement,  lorsqu'il  sera  utile  de  préciser  que  les  va- 
riables sont  celles  de  A  ou  de  Â,  :  les  générateurs  V,0,  V0/,  \Je£,  W0, 
sont  alors  remplacés  par  les  P,p,  0,p  (51). 

D'après  le  n°  31,  si  •}  est  irréductible,  B  est  le  p.  g.  c.  d.  de  Â=  Q 
et  de  R0  (n,  712). 

B  est  normal  dans  A' '.  On  le  vérifie  directement  en  transformant  les 
générateurs  de  B  ou  de  B  par  la  substitution  y  du  n"  2  i. 

Sip  =  i,B  =  A0.  Cela  résulte  des  nos  29  et  32  pour  //  >  2,  et  de 
la  définition  de  B  pour  n  =  2. 

Soit  /J>2et/<>i.  A0,  conservant  a,  permute  les  points  de 
la  quadrique  a  =  1 ,  c'est-à-dire  les  sv  solutions  de  a  —  1.  Si  n  =  av', 
S;  =  r:2'''1— ()-''-'  [6  =  1  si  '|  est  réductible  ou  nulle;  0  =  —  1  si  -|  est 
irréductible  (E.,  i4)].  Si  ty  =  ex',  *v  =  7;"  +  èB^  (0,  désignant  le 
caractère  quadratique  de  z).  Le  nombre  des  solutions  où  xK  =  yK  =  o 

5oi*i  mainirnant  n  >  2,  ^  ,;ta/,/  quelconque,  ou  n  =  2  avec  -|  =  o. 
///,,  fixe  les  sv_,  points  correspondant  aux  solutions  où  a?,  =  y,  =  o  et 
permute  les  •?.,-*„_,  autres  par  cycles  de  -  —  1.  Mais  Jv  ~  s"~l  est 
impair.  /W-  r,/,-//™  de  „,lr  ,,„•  1rs  points  de  a  =  1  ,..v/  «ne  .„,/„//_ 
ta/j'on  impaire,  elcelle  de  m,y  a  la  parité  de  r.  Les  V,  U,  W  étant 
d'ordre  p,  leur  action  est  paire.  Donc 

A.»=B  +  /n1NB  =  B  +  mj;        (i^o). 

Soit  n>2  et  0/0.  Une  substitution  mVo  d'ordre  ~  =  Q  fixe  1rs 
s.la  =  -"-<  —  -■<->  points  de  a  =  1  pour  lesquels  a;  =>y  =  0  et  permute 
l-s  ,v7  ,vvo  autres  par  cycles  de  u  -  0.  Mais  ^*!  est  impair.  M,,,,- 
racftou  de  mvV  ,ar  /,..v  pinte  ,/,•  a  =  1  a  fe  /(<,r//,;  ,A,  r 
M,//r  A°=B  +  mvVB.  A',/  particulier  ™v._,  m0>_(  ,,7  tfa/w  B 
ton  pairs  et  .seulement  si  -       0  mod  |. 

La  substitution  tih      Rrt,S«  .,  (1,  £^  o) est  toujours  dans  B.  Mais 
quand  <]>  /  o,  /„,  n\  esl  pas  toujours.  S*  -i  /  o  avec  Se  ^  o  (  cf.  52  » 
/,„■"/„„  ($M  étant  carré)  esl  dans  B  (32).  Donc  /,,,-y  est  toujours  et 

Journ.  de   Math.        série      •  Il         Fasc,  IV,  igii  |  ". 
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seulement  si  oc  est  carré  [si  r'=c,  tit\m.iifr^e  étant  dans  B  (3î), 
/,/„  y  est  toujours  et  seulement  si  b  —  ne  est  carré |.  Si  ty  —  cço2, 
/„,/«,_,.  est  dans  B  (52).  Donc  toi  y  est  toujours  et  seulement  si  —  c 
est  carré. 

De  même,  w,_,Tft  étant  dans  B  (28),  T,7,  y  est  toujours  et  seule- 
ment si  —  i  est  carré.  On  a  trouvé  précédemment  (28,  2Î),  52) 
l'expression  par  les  générateurs  de  B  de  m^,  '»•,>>  /»,->,  m^,  'nDm,,r,, 
Tja,  tui,  u0th  t'çti  quand  ces  substitutions  sont  dans  B.  On  trouvera 
encore  au  n°  40  une  méthode  générale  pour  exprimer  toute  substitu- 
tion de  B  (4,  tc)  par  les  générateurs  de  ce  groupe. 

Considérons  maintenant  la  similitude  d  de  multiplicateur  —  i 
que  A  contient  toujours.  Si  p=  2,  d=\.  Si,  p  est  ^>  2  et  n  im- 
pair (^i),  d  est  hors  de  A",  et  A  est  Le  produit  direct  de  A° 
parV  =  \d\. 

Supposo/is  donc  p^>  i  et  n  pair. 

Soit  «  =  o  mod4-  Si  '|  =  o,  v  est  pair,  et  B  contient  d.  Si  <Ji  est 
irréductible,  d  est  hors  de  B,  car,  si  iî  =  i  mod4-  B  ne  contient 
pas  /»„,_,  mais  contient  /»,,_,,  quel  que  soit/;  et  si  r:  =  3mod4, 
B  contient  //*„,_,  mais  ne  contient  pas  BÇm/_,,  v  étant  ici  impair. 
Si  <\i  est  réductible  et  oc  ^  o,  on  voit  de  même  que  15  contient  d,  ce 
qui  est  évident  a  priori,  puisque  B  est  alors  semblable  à  Bn  (n,  -). 

Soit  n  =  2  mod4  (=2).  Si  ty  =  o,  v  est  impair;  si  alors  -=i  mod4, 
1!  coulii-ut  d  \  si  -  =  3mod4>  d  est  hors  de  B.  Si  '\i  est  irréductible, 
v  est  pair;  si  alors  n^imod4,  d  est  hors  de  B;  si  -  =  3mod4, 
1!  contient  d  (il  contient  m,_,  et  II'!  ni, •,..,).  Si  'j*  est  réductible 
ci  oc  ^  o,  B  contient  d  toujours  et  seulement  si  u==i  mod4,  ce  qui 
est  encore  évident  a  priori. 

Il  est  clair  que  quand  d  est  hors  de  B,  A"  est  le  produit  direct 
de  B  par  D. 

<  >u  voit  que,  pour  p  ]>  2  et  n  pair  (  2),  B  contient  d  quand  a  est 
équivalente  à  1"  z)  et  ne  le  contient  pas  quanti  a  est  équivalente 
àHrti+  N^(£.,44), 

Toute  substitution  a.  permutable  à  chaque  substitution  de  B  est 
une  similitude.  On  le  vérifie  directement  à  l'aide  des  conditions 
y.V,,,-,  —  V;tta,  alJ//,-;  --  U,/,-,  x,  aW,^.-,  ,=  W,7|V  a  (  /,  A'  o;  on  peut  aussi 
employer  les  générateurs  P,-.,  Q,-.  si  'j/  est  irréductible)  <  cf.  15). 
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Donc  le  central  de  A'  est  I,  celui  de  A  est  D,  et  ceux  de  A0,  B 
sorti  leurs  p.  g.  r.  d.  avec  D. 

40  (').  Désignons  d'une  manière  générale  par  L,._  , m(jn,  ù) 
UXi  Xm(m,  -)  les  groupes  L(m,  -),  U(ni,  -)  de  variables  £,,  ...,  xm 
(  '/*.  li),  par  5,,    ,._,,  ''.,,.  ...r,„  des  substitutions  quelconques  de  U  , 

par  sç,  /■;•  les  actions  respectives  de  s^,  r^  sur  -  =  C,  et 
par  «5(2,  -)  =  E*£=  Erg  le  groupe  10(2,  -)  de  variable  '(. 

Supposons  v> 2,  et  soit  V/a(ti)  =  V«(iî)  =  -5  (/,  />  ^  o)  le  p.  p. 
c.  m.  des  VttX,  VftA;  l'action  de  Vrt  sur  xa  xk  est  U,,,,  (2,  ie)  (S.,  8:5); 
son  action  sur  y,.,  jft  est  U,  u(  a,  ~),  et  s  est  de  la  forme  *r  n.v~'n  (en 
désignant  toujours  par  1  la  transposée  de  <r).  Soit  de  même 
W«(lt )  =  W/,«(-)  =  ï/-(i,  A-  =£o)  le  p.  p.  c.  m.  des  Vlkl,  W,7„  ; 
l'action  de  W;*  sur  x„  yk  est  Ux.  (2,  ir);  son  action  sur  v,,  ./•.. 
est  U,,  n(2-n),  et  r  est  de  la  forme  r,  ,,  /-,',,. 

11  résulte  de  ces  définitions  que  V,A .  =  î,-W«  *,•=  U(a,  ~),  et  que  le 
p.  g.  c.  d.  de  V,,,  W„  est  D„  =  |  dik\  (28  ). 

D'ailleurs  sr-.rs(-).  On  voit  donc,  en  posant  VttWa=Ba  et 

=  M,  —  =  z,  que  B1/t|  Da  est  isomorphe  au  produit  direct  de  Os=  lvr 

par  ©a  =  Eru,  Da  .s-  répondant  à  s,  et  Darà  /'„. 

Ainsi  pour  n  =  /j  e/  ^  =  o,  en  faisant  dans  ce  qui  précède  i  =  ij  et 
en  désignant  par  \'>,  ijp  les  actions  respectives  de  V,,= V  et  de  W, ,  =  W 
sur  les  rapports  des  variables,  ift  =  w^c.o,,,  V,.,-,.  correspondant  à 

(*  +  X),  V2),  à  (j^j)'  U„)  à  («  +  X),  W2lX  à  (  Z7^rr).  D'ailleurs, 


ëri  faisant  correspondre  m, 


l.z 


à  ///,,,  et  1  = 


^    u 

11      z 


à  /_,,  on  Voit 


que  r\,"^=  )  v>  i  iBI  ,uN  ;,  et  qui1  J)a=  ;  v\  i  iu,  n*N,  i  ;. 

Si  -  ^>  37  /om£  diviseur  normal  \  de  \  autre  >///'■  I)  e7  >  1  ''-v/  11. 
En  effet,  supposons  d'abord  \  preiirier  à  B.  Si  le  p.  g.  c.  d.  Y  de  \. 
A*  est  >  1  (p  est  donc  ici  >  2),  X°  est  d'ordre  2,  CI    \"  est  le  produit 

;    Cotnpai-et  Dickson,  Linear  groupa,  196  lits.  I7'i-l,!i. 
i    i  Si  l'on  prenait   r,  ,,  ilmi^  t.,  ,,  hors  de  U.,|VI  ou  v,   ,.,  dans  l>,  ,k  hors  de 
I  ,  , , .  s  ne  sei  ail  plus  pei  mutable  .i  /'. 
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direct  de  B  par  X°.  Donc  X°  =  D  (59),  et  ici  D  divise  B.  SiX°  =  i, 
X  est  d'ordre  2,  et  A  est  le  produit  direct  de  A°parX.  Donc  p  est  >2, 
etX  =  D.  Supposons  X  non  premier  à  B.  Soit  x  son  action  sur  les 
rapports  des  variables,  et  5  le  p.  g.  c.  d.  de  A-,  m,,  normal  dans  A. 
Si  X  est  premier  à  D,  .y  est  >  1 .  Si  5  est  <  ilb,  il  coïncide  avec  1?  ou  <S>, 
qui,  pour  it  >  3, sont  simples  et  non  cycliques  (fi1.,  72).  Or  ces  groupes 
ne  sont  pas  normaux  dans  ci.  Donc  ;J  =  ift.  Donc  B  serait  le  produit 
direct  de  D  parX  =  ofi>.  Mais  cela  est  impossible,  car  B  contient  des 
substitutions  dont  le  carré  est  d,  par  exemple  la  substitution  sroù  r=  d 
et  où  sXt-Xt  =  |  -r,,  —  x,  |.  Donc  X  est  >  D.  Donc,  ici  encore,  3  est  >  1 . 
Donc  .r=  m,,  et  X>B. 

De  même,  si  t.  >  3,  tout  diviseur  normalde  j  B,  r,  |  ou  de  j  B,  t,  mm\ 
non  £D  est  >B. 

Si  r.  =  2  ou  3,  dî>  =  *?i5?>  a  un  diviseur  normal  sylowien  §  abélien 
principal  d' ordre  9  ou  iG  respectivement.  ift>|#est  un  g.,  carré  ou  un 
gc  non  cyclique,  et  aucun  diviseur  de  §  ou  de  ift>|#  autre  que  1,  §,■&>]§ 
n'est  normal  dans  ci.  Si  donc  F  est  le  diviseur  >  D  répondant  à  § 
dans  B,  tout  diviseur  normal  de  A  est  _  B,  ou  est  l'un  des  groupes  1, 
D,F. 

Pour  -  >  2,  tout  diviseur  normal  X  de  B  es/  normal  dans  A0  (cela 
est  clair  pour  -rc  =  2,  car  alors  A"  =  B).  En  effet  m,  est  permutable  à  t?, 
à  w  et  à  leurs  diviseurs  normaux,  qui  sont  sylowiens,  si  -rr  =  3,  donc 
aussi  à  l'action  X  de  X  sur  les  rapports  des  variables.  Si  donc  X  n'est 
pas  normal  dans  A0,  il  est  conjugué  d'un  diviseur  X'  de  XD.  Si  D 
divise  X,  X'  =  X.  Si  X  est  premier  à  D  et  si  X'^  X,  X'  contient  une 
substitution  ;  deX(/,  donc  aussi  d,  qui  est  une  puissance  de  £(S.,  83). 
Donc  X,  comme  X',  contient  D  contre  l'hypothèse. 

/,.,,  qui  ne  rentre  ni  dans  la  forme  s  ni  dans  la  forme  r,  est  hors 
de  V  et  de  W  et  transforme  Vl2),  en  V2,_x  et  U,2).  =  t.2\l2)t.2  en 

\\  , .,,  =  ï2"V2,  —\i«.  Donc  )  V,  /,.,  !  et  )  W,  t,„  [  sont  isomorphes  d'ordre 

'•-(t.-  —  1)  ,  .      ._  •  s 
i— (T  =  2  SI  pj>  2;  T  =  I  SI  p  =  2). 


De  même  771,5  ''sl  hors  de  V  et  de  W,  et  transforme  V12(JL  en  Vl2x„, 
*2i,— \i.  en   v  o ,  _y  'jj,  u  (  2[i  =  t2  v ,  2^.  *2  en  u(2,),|j.,  >>  12^^  '2  v  21,— ^.'2  en 
W  ,_,    ,  y.  Z)o/zc  ;  V.  77Z,x|  =  V)  'V  ;  W,  //>,>.  |  =  W>  sont  isomorphes 
d'ordre — —  — >  l  étant  V ordre  de  m  {\. 
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On  a  vu  (59)  que  tl2  est  toujours  dans  B,  que  m  0  y  est  toujours  et 
seulement  si  A  est  carré,  et  T12  toujours  et  seulement  si  —  i  est  carré 
[on  a  aussi  trouvé  (28,  29)  l'expression  de  ces  substitutions,  lors- 
qu'elles sont  dans  B,  par  les  générateurs  de  B].  Mais  on  peut  ici 
obtenir  directement  ces  résultats  en  développant  les  conditions  sr=  t,  „ , 
sr  =  m,),  sr  =  T12. 

Comme  on  sait  exprimer  toute  substitution  de  U^  par  ses  géné- 
rateurs \%  +  A  y],  Y]  |,  \\,  Y]4-X!j|  (S.,  83;  cf.  50),  on  saura  aussi 
exprimer  toute  substitution  de  B  =  VW  par  les  Vl2,  V2),  U,2,  Wl2. 

Supposons  de  nouveau  n  quelconque  ^4  mais  pair,  et  'j>  irréduc- 
tible. Soit,  dans  A,  r,  la  substitution  /•  deW,v  (~2)  où  la  matrice  de 
/■r  r/  est  conjuguée  de  celle  de  sx.Xv,  (/',  est  donc  formée  avec  les  UlV,p, 
\\  ,vp  comme  s  avec  les  V,yp,  Vv'/p)  et  sr  la  substitution  s  de  V,y  (~2) 
où  la  matrice  de  .s-r  x;  est  conjuguée  de  celle  de  rxy/.  Le  groupe 
$i„,  =  Zsrs  =  Zrsr  est  homomorpke  à  V^^it*),  l'unité  de  $,v répandant 
à  D,v  (si  srs=  i,  s  et  rs  sont  égaux  tous  deux  à  dir  ou  à  i),  donc  iso- 
morphes à  0(2,  ti2). 

Avec  les  variables  x\,  y,,  x,  y,  srs  est  une  substitution  réelle  a,  et  le 
groupe  B0,(-)  =  B,0(-)  =  It  =  o(2,--)  dont  «I>,v.  =  B"0,('â)  =  B]-,(tc) 
est  la  forme  imaginaire  conserve  xjyi  +  'j/.  En  prenant  d'ailleurs  pour  s 
une  V,7,  ou  une  VvV  convenable  deV,v.(Tt2)  on  obtient  pour  a  une  quel- 
conque des  V0„  V,-0,  U0„  W0,(51).  Donc  B0,==B,(4,  -). 

Ainsi,  pour  n  =  4,  <\>  irréductible  dans  Z  et  />  2,  en  faisant  i '=  i , 
t(<,  =:  !A>0=B  =  1D(2,  -2)  [ici  A"  —  BD(59  )].  lux  substitutions  Plp, 
<),,,  de  B  répondent  respectivement  dans  13.(2, -2  ),  /w  la  corres- 
pondance indiquée,  z  -h  p  et  — ^—-  Or  la  s.,  (  s* )  (  —  s-1)  transforme 

I  —  pi 

ces  deux  dernières  substitutions  l'une  dans  l'autre.  Donc  ello=  )  15,  /,  ! 
est  isomorphe  à  )vs(-2,~-),  s*j,  /,  répondant  à  {zn)(—  s-1),  et  la 
correspondance  des  éléments  de  I!,  vv.  restant  la  même. 

Tout  diviseur  normal  \  île  A  ou  de  A"  non  I)  es/  B.  En  effet, 
si  X  ne  contient  pas  15,  il  esi  premier  à  I!  qui  esl  simple.  Si  \  est  pre- 
mier à  ;  15,  /,  \  15',  \  esl  d'ordre  2,  et  A  produit  direct  de  B',  \. 
d'où  X  =  D(39).  Si  le  p.g.c.d.  \  deX,  B'  est  >  1 ,  Y  est  d'ordre  2, 
et  15'  produit  direct  de  15,  Y,  d'où  >  D(39);  mais  alors  </  serait 
dans  B',  donc  dans  1!/,,  tandis  que  A  =  BD  +  151)/, . 
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On  sait  déjà  (39)  que  /«,>  est  dans  B  toujours  et  seulement  si  A  est 

71  +  1 

carré  dans  s,  que  m%9  est  dans  B  toujours  et  seulement  si  p  2  =  i, 
que  /ol  est  dans  B  toujours  et  seulement  si  c  est  non  carré  (ou  p  =  2), 
que  si  c'  =  c,  l,  t'0  y  est  toujours  et  seulement  si  /;  —  ic  est  carré  [on  a, 
d'après  (26),  (29)  et  le  n°  32,  l'expression  de  ces  substitutions, 
lorsqu'elles  sont  dans  B,  par  les  générateurs  de  BJ;  et  de  là  résulte 
que  ti2  =  m2qt0i  n'est  jamais  dans  B.  Ici  encore  on  obtient  directe- 
ment ces  résultats  en  développant  les  conditions  srs=mtt,  m.,(j,  /„,, 
(,([,  t,2.  Comme  précédemment  aussi,  l'expression  de  chaque  substi- 
tution de  TJ^(2,-2)  par  ses  générateurs  |^  -+-  Xyj,  Y]|,  |!j,  y)  -+-  X£|  fournit 
l'expression  de  la  substitution  correspondante  de  B  par  les  V,,,  V21, 

u)2,w(2. 

Dans  le  cas  où  n  est  quelconque  ^3  mais  impair,  et  <\>  =  ex-  (p  >  2), 
je  désignerai  par  B0,(~)  =  B,d(it)  le  p.  p.  c.  m.  des  Y0;>  et  des  Utl,>. 
ï\>ur/=i,  B0,=  B(3,-). 

Supposons  de  suite  n  =  3.  A  conserve  la  conique  ce,  y,  -+-  ex-  =  o, 
et  /,  échange  les  deux  points  x,  =,r  =0,  y,  =x  =  o  où  elle  est  coupée 

par  x  =  o.  Les  deux  droites  x,  =  zx,  y,  = — >  qui  passent  chacune 

par  un  de  ces  points,  se  coupent  en  un  point  de  la  conique  caracté- 
rise par  z.  Les  actions  respectives  de  D/„,  Dt,,  D/»,x,  DA0I>., 
DUol),  sur  z  sont  les  substitutions  —  -,  — r-»Az, — :-y^>  z  ■+■  c  A  (si  les 

actions  sur  z  de  deux  substitutions  a,  a'  de  A  sont  a,  u'  celle  de  aa' 
est  ct<t')  dont  le  p.  p.  c.  m.  £,(2,  -)  (S.,  80)  est  isomorphe  à  A|D  =  A° 
f A  =  A°D  (39)].  L'action  de  dt{m\*  =  U0,e  'V0ilUoliC-'  sur  z  est 
-s-1.  DojicB~jz  4-i,  -=-«  i=©(2,  it)(S.,  79). 

Si  -  >  3.  /<>«/  diviseur  normal  X  <fc  A  ow  c?e  A"  non  <D  e*7  I!. 
En  effet,  si  X  ne  contient  pas  B,  il  est  premier  à  B  qui  est  simple.  Si  X 
est  premier  à  A",  A  est  produit  direct  de  A",  X,  et  X  =  D.  Si  le  p.  g. 
c.  d.  Y  de  \.  A"  est  >  1,  A0  est  produit  direct  de  11,  N  ,  et  ^  =  D, 
tandis  que  d  est  hors  de  A"  (39). 

Si  ~  ---  i,  les  seuls  diviseurs  nof'riiaux  de  A  non  I)  et  non  I!  sont 
h-  g  ,  nu  /■('■  sylowiën  F  dé  I!  et  F]  >  (  <l<>ni  /<■  p.  g.  .  d .  avec  \"  est  F  ). 
(  )u  le  voit  de  suite  en  observanl  que  A  peut  ici  se  représeflter  dans  les 
symboles  1,  2,    i.  ï.   5,  '.'>  comme  le  produit  diiecl  (lu  n,  !  )6|  pur  le 
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symétrique  de  champ  i,  2,  3,  4,  A°  correspondant  à  ce  symétrique, 
et  B  à  l'alterné  de  même  champ. 

41.  D'après  ce  qui  précède  B  est  le  p.  p.  c.  m.  des  B/(t  =  i,  ...,  v; 
7  =  0,  ...,  v)  en  convenant  que,  si  (|>  =  o,  BJ0  =  But  =  i.  On  peut 
simplifier  ce  résultat.  Bemarquons  d'abord  que  ;  B,7,  Bki  \(i,k,l^o; 
p>2),  contenant,  d'après  (22)  et  (23),  les  Vrt,  VW|  Uft>  Wtt>  con- 
tient B,,.  De  même,  d'après  (25),  (26),  (27),  jB0/,  B„j  (A :  =£  o;  />  2) 
confient  Bok,  et,  si  <\±  o,  ;  Bok,  B0(  |  contient  BM  f>>a).  On  peutdonc 
écrire 

lB    ».'B*.fc B*lJt_  j  =  j  5M„  BMl,  ...,B,m_^j=B,,...,m, 

les  /,,  étant  distincts,  et  l'ordre  des  indices  de  Bh  t  étant  indifférent, 
en  convenant  que,  si  l'un  d'eux  est  nulpourp  >  2  etj;  =  o,  B,,  fr  =1. 
Pour  m  =  v',  B,, ...»„  =  B. 

5o?i  v>3.  D'après  les  relations  <l3  Vf2>./13  =  W,2>, /,:1  Y21/ /);i  =  l,(/, 
on  a  B  =  |V,,,  Bi:i,  ...,  B,v,  B,0j,  et,  en  continuant  ainsi, 

B  =  |  V„,  V„-,  ...,VllV-,,Blv,  Bl0|. 

De  même  t,,VtAl„  =  UllX,  et  t2s\2at23  =  W2)X)  d'où  B  = 
jV12,B23,  ...,  BV_1;V,  Bvoj,  et,  en  continuant  ainsi, 

B  =  |V,„  V23,  ....  Vv-i.v-1,  Bv_,,v,  B,,|  =  |B01>  B1S,  V„.  V„,  ...,Vv-,,vJ. 

Si  Bol  est  7^1,  c'est-à-dire  si  '}  =£  o,  B0,  contient  une  /„,/>?,  (39) 
qui  transforme  V,A.  en  Wl(.  Donc  si  ^  o,  B  =  ;!!„,,  V,,,  V)3,  ..., 
V„|. 

Comme,  d'après  (23),  |  Vrtl  V,,!  contient  V,,,  l'action  de  [  VM,, 
VM>,  •  •  -,  V^J  =  V,,t  ,  (  l'ordre  des  indices  de  V,,,  ,  étant  indif- 
férent) sur  ^,  ...,  xtm(k„  ...,  km^o)  est  Uri|  ,,(///,  it)  (N.. 
83),  et  si  -v,,  ,,  est  l'action  d'une  substitution  s  de  V*  ^  sur 
a?*,,  ...,  .<•,„,  son  action  sur 7^,  ....  ykm  est  À--'  u  (c/.  M).  Donc 
V,,.,,,,-     U(m,u),e1  B  =  ;B„,,V,       . 

Soit  /  un  indice  fixe  0.  V,  ,  esl  le  p.  p.  c.  m.  des  V,*où  h  =fi  o,  i, 
el  /Vi. .-/',=  W'  celui  desWrf  où  /,  0,  /.  W  esl  aussi  isomorphe 
à  II(  v,  -),  et  son  p.  g.  c.  d.  avec  Vt.  ..v  contienl  tous  les  f,Vw/,  =  VAV 
où  /.,  /  /  f,|doncV, 
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On  remarquera  que  V,  v  est  le  p.  p.  c.  m.  de  deux  groupes  abéliens 
dérivés  l'un  des  Vl2,  V,.,,  . . .,  V)V,  l'autre  des  V2I,  Y3 ,,....  V,,. 

Ï2.  Soit,  en  supposant  //  >  2,  PB|n,m  =  P  =  Pu  Ie  gît"  :  abélien  prin- 
cipal dérivé  des  V(A,  U,k  où  k  = 2,  . . .,  v,  o  ;  \\  le  gw»-<  analogue  à  P 

dans  A,;  et  formons  de  même  successivement  les  groupes  P2,   

Toute  substitution  de  1',  est  permutable  à  P, ..,,  en  sorte  que,  v"  étant 
le  plus  grand  entier  5 ~  (n  —  r  ),  PP ,  . . .  Pv"_(  =  Pu  ,!>7ll  =  P  est  un  °v 
[s  =  v'(v'  -  1)  si  n  =  2v';  s  =  v2  si  n  =  2v  +  i;  *  £•?£  rfonc  Ze  p/w.v 
grand  entier<v"2]  sylowien  de  B. 

Ecrivons  un  instant  U,v+,i  pour  U,0x,  Y,,v+i,>.  pour  V,0),  et  v,,  v2 
respectivement  pour  les  plus  hautes  valeurs  du  second  indice  dans  les 
générateurs  U,A,  Vik  de  P  (v,  -+-  v2  =  n),  en  supposant  que  <];  n'ait 
jamais  la  forme  c'y-  (v,  est  donc  ^v2),  désignons  par  J  U,A  J  le  p.  p.  c. 
m.  des  Uik  si  k  <[  v,  ou  si  k  =  v,  avec  v,  =  v2  H-  1,  et  le  p.  p.  c.  m. 
des  U,Vi,  V,-Vi  si  /•  =  v,  avec  v,  =  v2,  par  |  V/A  j  le  p.  p.  c.  m.  des  V,A,  et 
considérons  le  Tableau  triangulaire 

I  T7     I      j  TT      I  'Il  !      I  TT      !      I  V  *  I  V     I      i  V.    1 

I    U  12   I  |    L JU   j  ■    •   •  j    ,J1,V1 — t  j  |    UI7,    I  (     '  !,V,-1  I  •   •    •  |     '    13    I  |         '*  ] 

i  II..  '  I  II  !      I  TT      !     i  \  '  '  \  ,.  ' 


'il..      1  '  T I  ■     '  '  V    ■   .  ' 

Appelons  s''1'""'  transversale  la  rangée  formée  du  s"'me  terme  de  la 
première  ligne;  du  (s  —  2)ieme  de  la  seconde,  . . . ,  du  \s  —  -2(1  —  i)],eme 
de  la  /"',ni'.  Ij>  s,cme central Cs de  P  est  le  p.p.  c.  m.  des  groupes  des  s 
premières  transversales,  c  est-à-dire  le  p.p.  c.  m. des  I  ,koù  i-\-k"Ss-t-2 
cl  ih-s  V ikoùk  —  i    27,       s  —  2.  Sis  <Cvd  ousiv,  ^>  v2,  r  ordre  de  Cs 

est  -",  7  c  ta  ni  le  plus  grand  entier S(- )  •  Sis=v,  -hr(r=o)et  v2=v,, 

V ordre  de  C,  est  Tza+r+1.  Montrons  que  si  !<■  théorème  est  vrai  pour 
Ç,(C0  =  1),  il  est  vrai  pour  (ls+l.  Soit  c,  un  élément  de  CJ+.,  hors  de  (  )„ 
exprimé  par  les  générateurs  de  P  en  faisant  passer  ceux  de  P,-,  avant 
ceux  de  I',.  Si  ;  contient  (dans  L'expression  considérée)  un  Y/7  hors 
de  Cs,  l      k  esl     2v,  —  s  —  3.  Or,  pour  A-  >  r ,  VA. , ,,,  transforme  \  uq\\ 
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Vk-hlVki  si  l<  v,  et  en  UA.-,,/,VA_,,/V/,,,  si  1  =  v  +  i.  Pour  que  C/;  soit 
permutable  à  VA_,,/c,  il  faut  donc  que  V*-,,,  soit  dans  C„  d'où 
l  _  k>2v,  —  s  -  3.  Donc  Z  —  /. :  =  2v,  —  5  —  3.  Pour  k  =  i  et  Z<  va, 
la  pennutabilité  de  C,?  avec  Vw+(  exige  que  V,,/+l  soit  dans  C„  d'où 
encore  l  —  k  =  2V,  —  5  —  3.  Pour /c  =  i  et  Z  =  v,,  la  permutabilité  de 
C,5avecU,,,„  exige  que  U,,  soit  dans  Ct,  d'où/+  i  <*  +  2,  et  de  même 
(en faisant  i  =  v(  si  v,  =  v,  —  i  eU  =  v,  —  i  siv,  =  v,)Z— Zc=2v(  — s  — 3. 
Si  ij  contient  une  Uw(/c<Z)  hors  de  C„  A:  +  Z  est  >s  +  3,  et  la 
permutabilité  de  Csz  avec  V,_M  ou  U/-,,/  exige  que  Zr  +  /  =  s+>. 
Donc  ?  ne  doit  contenir  que  les  générateurs  de  l'énoncé,  et  cela  suffit, 
car  alors  tout  générateur  de  P  transforme  tout  générateur  y  de  \  en  un 
élément  de  C,£  (si  y=V*iV+i,  un  U*_M  peut  apparaître;  mais  alors 
v,  =  v  +  i,  Zf<v,  et  v  -+-  i  —  A"  =  2v,  —  ^  —  3,  d'où  ik  —  i<s  -+-  i). 
L'ordre  de  (!,.  se  calcule  en  comptant  les  éléments  à  prendre  dans 
chaque  ligne  du  Tableau,  et  en  observant  que,  si  v2  =  v,  et  s  =  v,  +  r, 
C,  contient  les  V1Vi,  V2Vi,  ...,  V,.+Vi. 

Les  substitutions  de  P  ont  la  forme  aP  indiquée  au  n°  la,  avec  une 
ligne  et  une  colonne  relatives  à  y  si  o^o  (')  et  toute  substitution 

(')  Si  l'on  range  les  variables  dans  l'ordre  r,.  ...,  y.,,y,.r,  ,rv,  .....r,  (en  suppri- 
mant celles  des  variables  x,  y  qui  ne  figurent  pas  dans  é)  les  coefficients  situes 
au-dessus  de  la  diagonale  principale  sont  tous  nuls.  Ceux  de  celte  diagonale  sonl 
égaux  à  i.  Les  /(  —  i  coefficients  de  la  rangée  parallèle  à  celte  diagonale  el 
située  immédiatement  au-dessous  sont,  dans  l'ordre  des  lignes  où  ils  se  trouvent  : 

si  n  =  2  V, 

P21>  ■•••         P'i'— 1 Pv.V— 1-         «Wi         "J- i      1., Zi-l.l-  ■•■)         a12Î 

si  n       2  v  •+-  2, 

Psi Pl'.i      pv,v— Il       POV)       ^OOï       "vol       "v— 1,  v *l     1,1       •••)       *1SÎ 

si  n  =  2v  -H  1 , 

P21)         •■••         P/,l      I Pv,V      I,         "0Vl         aVO)         O^V— IJVl         Ki-    1,1)         •■■)         XI2- 

1  »n  .1  dans  les  Irois  cas  k,    ,  -,  .   ,  pour  i       2 v  (26).  De  plus  : 

si  n  =  2V,  a(,v  =  o;  si  '/  =  2V-r-2,  «vo  =  — (3JV  el  ai,,  n  -  .>  ;  -i  ri  ><j  ;  i, 
«vo  =  —  2C«iv. 

Dans  le  cas  /'       >.  v  -+-  1 ,  /)  impair,  on  priii  supp  »ser  c  =  —  • 
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de  B  ayant  cette  forme  est  dans  P  (cf.  16).  On  voit  encore  comme 
au  n°  lo  que  le  normalisant  de  P  dans  A"  est  M"P,  M0  désignant 
!<'  p.  p.  c.  ni.  (abélien)  des  nij  (y  =  o  si  o  ^  o;  jt  i  si  <b  =  o  ou  si 
■b  =  ex2).  L'ordre  de  M"  est  (~  —  i)v(-  —  0)  si  n  =  2v'  (0  ayant  le 
même  sens  qu'an  rc°27),  ^(r  —  i)v  si  n  =  2  V  +  i.  M0  est  son  propre 
normalisant  dans  M"P.  Si  p  >  2,  te  />.  g\  c.  '/.  M„  de  M",  B  es* 
d'indice  i  dans  M"  —  M,,  4-  m,nM„.  Le  normalisant  de  P  darcs  B 
'•v/Ml;P. 

.y/'  '|  t^  o,  et  M 


Posons  M  =  !  M",  < ,, 


M",  /v  |  si  <b  =  o.  Le  nor- 


malisant de  P  dans  A  es*  MP  (c/.  29).  Mais  si  p  ==  2,  P  n  est  pas 
sylowien  dans  A  :  so^  «tere  P'=  j  P,  £0  j  «  o  ^  o,  et  P/=  { P,  /v  ; 
.ça  ij;  =  o;  P'  es*  ;//?  groupe  sylowien  de  A  contenant  P,  c/  te  norma- 
lisant de  P'  flforcs  A  e.s*  encore  MP  =  M°P'  (le  p.  g.  c.  d.  de 
ce  normalisant  avec  A°=B  est  évidemment  le  normalisant  de  P 
dans  A"). 


iô 


(  '  ).      Pour  p  >  2,    B(5,   -  )    est    isomorphe   au    groupe 

i»/jfc(21)g(4,ic)[/»o«rp  =  2,g(4,ic)=G(4,ic)=A(5,it)(26)]. 

Soient,  en  effet,  £,,  y],,  H,,  ï]2  les  variables  de  G(4,  -),  et  <;',,  •/]',,  £'2,y]2 
des  variables  cogrédientes.  Adjoignons  aux  variables  de  B  la  variable 
auxiliaire  inaltérée  y.  Posons  x  -h  y  =  —  y3,  x  —  y  =  —  x3,  et  iden- 

1 1 lions  les  variables  — x3,  — ,  --  —  jy,,  ys,  y3,  y  étant  une  indéter- 
minée   ^o,   avec   les    déterminants   (cf.    S..,   76)   Z,,= 


6', 


Z„  = 


Z„ 


il 

?  i 

"Il 

V, 

ï)l 

*>', 

ns 

r)'2 

(')  Comparer  Dickson,  Linear  groups,  189.  te  théorème  coïncide  au  fond 
avec  cet  marc  théorème  connu  i/ue  les  coordonnées  homogènes  des  droites  de 
l'espace  S.  ù  trois  dimensions  peuvent  être  regardées  comme  les  coordonnées 
homogènes  des  points  d'une  quadrique  qt  dans  l'espace  à  cinq  dimensions 
|  voir  Bertini,  Inlroduzione  alla  geometria  proiettiva  dégli  ipe rspaz i  (Pise, 
'9°7)i  V-  ■''■-^9:  i35-i'|o|.  En  effet,  l'action  de  Q  sur  les  points  de  S,,  est  un 
groupe  conservant  qk  et  un  plan  correspondant  à  l'invariant  de  Ç  dans  S3,  donc 
,'ii^si  leur  intersection,  qui  est  une  quadrique  q%  à  ciu.|  variables  homogènes. 
Donc,  d'après  son  ordre,  g  est  isomorphe  à  i)l>(5,  tt)  =  B(5,  7t).  Avec  les  nota- 
tions du  texte,  q3,  intersection  de  2J  x,y,  —  o  cl  de  t  :  o,  a  pour  équation 
2J  i    i     i     -      -o. 


z..= 
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■in     t\  2 

15»  5,  +  HI, 


Les  générateurs 


"la 


"A"1.|> 


de    G    opèrent    sur    ./;,,    y,,    #,,     r,, 


Si     gi  +  A|i 

»  =  —  K^s+JKs)»  J  =  Ka?a  —  /-O  ^es  substitutions  respectives 
«12m,Ym2_YT12=S12_Y,  Tllma_,  =  Rlsl,  U12_xY,  Vâl_>.,  V^.,. 
Or  S12i_TRl2)  =  /,.,/«,. ,/// .,.,  transforme  U12>  en  W1SixY-«,  V2lXenV)2_x, 
et  A  IM>  en  U0,  -,.Y  (pour  n  impair,  V10>  =  W,M-,  =  i).  Donc,  pour  A  =  c, 
le  second  combiné(S.,  75)G,(4,  ~)de  G  (4,  -)estisomorpheàB(5,-) 
(43)qui  a  le  même  ordre.  Or  G2=G|D  =g  (■).  Pour  y  =  c  =  i  (cf.  24), 
G2  conserve  -,'  ',  v,  (  S.,  76),  et  de  même  15,  puisque  B,  laissant  y  inal- 
téré, conserve  a  —  y-  =  E*a?,  r  . 

44.  Si  p  >  2,  ei  «  =  2v  -t-  i  >  5,  B(n,  ~)  et  £(2v,  -  ),  graj  on£  le 
même  ordre,  ne  sont  pas  isomorphes,  car  les  normalisants  de  leurs 
gmv>  sylowiens  n'ont  pas  le  même  ordre  (23,  42). 

45  (-).  Pour  p  :  i,  R„((), -)  est  isomorphe  au  second  combiné 
(S.,  75)  U2(4,  ~)  de  U(4,  ~).  En  effet,  xt,  y,,  x\2,  y2,  ,r,,  y3  étant 
les  variables  de  K„,  désignons  par  ':,,  y, , ,  ':,,,  rr,  les  variables  de  U,  et 
identifions,  comme  au  n°  45  (en  faisant  y  =  i),  — .r.t,  .*.-,,  —  ./-,,  v,, 
y2,y3  respectivement  avec  Z12,  Z,  3,  ZM,Z23,Z2„Z3.,.  Les  générateurs 
hii  »Ji-+-^»|,  h»i  »]»■+- ^*ji|,  1^2,  ç,-  X"/],|,  [ï)(,  ï],  -  A:,|  de  U  opè- 
rent sur  les  a?,-,  v,  les  substitutions  respectives  V,lX,  V(:1/,  VJ:„,  V32X, 
que  /,,///,../// ...  (  c/.    13)  ou,  ce  qui  revient  au  même,  /,_,  transforme 


(')  Voici,  d'après  les  n05  6,  19,  28.   un  Tableau   un  peu   plus  complet  de  la 
correspondance   définie   au    texte   entre   les    éléments   de    B(5,    n),    Ç(4,    n), 

pour  y  =c  : 


B(5;  r.) 


ri=«nfi,-i«ii 


■    21< Mî'lS  '"  i  "'  ■, 


».,'',.     [«j, 


l!,,,         T 


"l> 

Il,, 

v„ï 

V„x 

1 ,,) 

1   .-)..• 

VS1,_X 

V* 

Ui.l 

1      !0 

'.II.-) 

w 

i'i) 

i 

///,, 

»!  . 

~\  ~-l 

m';"'     ,"'     , 

B(5,  -) 

D 

v„ 

m„/Ms 

///,.'  III 

/  ,   ,  III,,    /:, 

/,,ni      r/i 
,  < 

|  'i  Comparer,  aux  n"  45,  46.  Dickson,  Linear  g-roups,  187-188,  206  207, 
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respectivement  en  U:)l>,  W,3-,,  W23x,  U32),.  Donc,  d'après  les  résultats 
déjà  obtenus  au  n"  45,  R0e^U2. 

La  structure  de  R„(6,  u)  /'.s7  r//o/.v  déterminée  par  la  relation 
t)(4,  ,7t)^U2|D2^TJ  I  D,,  D,  e*  D=  étant  des  groupes  cycliques  de 
similitudes  (divisant  respectivement  I    et  U.,)  des  ordres  suivants  : 

Si  tc=  i  mod/|,  (D,,  i)  =  4,  (D2,  i)  =  2; 

Si  -  =  3  mod4,  (D,,  1)  —  2,  D,=  1  ; 

Si  p  =  2,  D,  =  D,=  1. 

Z)r>  /à  résulte  (59)  ç'we  ^.0(6,  tc)==='0(4,  ")(')• 

Ainsi  R„(6,  2)=L(4,  2)  esZ  isomorphe  au  g*  alterné  (cf.  S.,  70, 
79).  Pour  établir  une  correspondance  des  générateurs,  désignons  par 
a,  b.  c,  d,  e,  y,  4',  //,  /',  £,  /,  7»,  /?,  o,  p,  q  les  points  respectifs  0000, 

IOOO,  OIOO,  OOIO,  OOOI,  I  IOO,  IOIO,  IOOI  ,  01 IO,  OIOI  ,  OOI  I,  11 10, 

1 101 ,  101 1 ,  01 1 1 ,  1 1 1 1  du  champ  de  L  (4,  2),  et  soit  xs  le  gs  alterné 
de  champ  1,  2.  3,  /j,  5,  6,  7,  8  (-).  Si  l'on  fait  correspondre  c  =  i32, 
s,  =  12.34,  si=  12.45,  s3  =  12.56,  s,t  =  12.67,  ,so —  12.78  de  -1  s  aux 
substitutions  respectives 

c'  =  bol.cmg.dqn.epi.fkh,         s\  =  be.cn. dp  .gi.lq.mo, 
s[  =  bl.cb.dq.ep .gf.  km,  s\  =  c«  .dg.fk.ip.  lo.mq, 

s',—  bl.cg.dp.eq.fh.ih,  s's=  be.dq  .fk.gm.io.lp 

de  L(4,  2),  on  a  une  correspondance  isomprphique  de  1  8  à  L.  Posons 
maintenant 

X  =  1243567  =■  SiS3S1Si.SiCSi,         Xt=  I2345l>7  =  ,JtS3S.>.Si.C2      (3), 

_y  =  23.56  =  cs3cs,  5^i8.a3  =  (a?iSi5j)-1.*5.j-.V|.«o,  7—  1  '1  r* .  •  *  ;  —  t.r-. 
\  —  \tA.yâz=xyar-\  ïi=i3.45=t-,^t,  Ç  =  2-.68=  .;!:;.r-;,  0=26. 78  :=?-'£•:, 
^.=  1802.3647  =  ~~r\       7  =  12345  =  SjijC2,        0  =  14. 56  —  sics1.s3.(slcsi)-1. 

(')  Cet  isomorphisme  résulte  d'ailleurs  immédiatement  du  théorème  cité 
dans  la  première  noie  du  n"  43.  Car,  en  regardant  1rs  coordonnées  comme 
homogènes,  les  points  (.»,,  y,,  .r.,,  j-.,,  .»-.,,  y^)  sont  tous  sur  une  quadriqne 
conservée  par  04(4,  rc)  >Mi,  ~),  qui  est  donc  isomorphe  à  &0(6,  rr).  d'après 
son  ordre. 

(2)  Ces  notations  et  celles  qui  vont  suivre  sont  celles  déjà  employées 
(5.,  70). 

1  1  La  substitution  correspondante  de  L  est  x\  =  bcoikph.  dmefgnl.  g.  Celle 
qui  se  trouve  indiquée  à  l'endroil  cité  (>'.,  70,   p.  92)  est  fautive  et  correspond 

1         '>    \  ,  s'  |  .  C. 
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En  écrivant  sur  une  même  ligne  les  substitutions  qui  se  corres- 
pondent dans  les  isomorphismes  indiquées  de  Ii„H>.  •_>  >.  I.i  \,  2),  48, 
on  a  le  Tableau  suivant  : 


R.(6,2) 

Li  i.   1) 

v„ 

|  £2,  i-i  -+-  ï)2  |  =  el.ho.kp.nq.b.c.d.f.g.i.m 

u.. 

1  £i>  îi  +  fli  |  =  cf.im.kn.pq.b.d.e.g.h.l.o 

v„ 

\il,.r,.1-hr 

,  1  =  ck.fn.ip.mq.b.d.e.g.h.l.o 

v„ 

\fli,tii  +  r 

2 1  —  ek.hn.lp.oq.b.c.d.f.  ç.i.m 

V: 

1  -'->  £2  -+-  ru  1  —  ci.fm.kp.nq.b.d.e.g.h.l.o 

v32 

|v),,  ■/),+  £ 

".,  |  =  di.gm.lp.oq.b.c.e.  f.h.k.n 

/,,T,, 

:  1      *]  1 
ï),     ;, 

=  bc.gi.hk.op.d.e.f.l.m.n  ,q 

T, 

:  ■      n  > 
ï)2     i. 

=  de.gh.ik.mn.b.c.f.l.o.p.q 

\ 

'7 

24.38.56 

=  à.r/jT    lfJ 

3T. 

0 

12 

3S.4-.56 

=-ndz~i  p.3r 

i5 

26.34.78 

=m 

i5 

32.48.6; 

=x-l*.<n6r- 

fX3 

:..'-, 

14 

27.35.6S 

_     ;  ' 

18 

27.36.45 

=  7-s.v6z- 

fX3 

r.y3 

'7 

25.38.46: 

=Kt^t-« 

12 

38.46.  :> 

>     ;5.f  ~3 

Pour  trouver  inversement  les  substitutions  de  R0(6,  2)  qui  corres- 
pondent aux  générateurs  c,  s,,  s2,  s3,  .s\,  s5  deds,  on  remarquera  que 
les  substitutions  de  4S  répondant  aux  substitutions  tt2T, ...T,,  =  tist, 
*,2Vt2W)2  =  a,  U23aU2]  =  b,  Vr.aV,,  =  c,  W.aW",  =  d, 
T)2V23aV23Tt2=e,  V32V13a  V13V32  =  f,  ebe"'  =  g,  g-'  ag  =  h, 
h/^h  '—  i  de  R0(6j  2)  sont  respectivement  13.27,  J  V *>,  i# î,  485, 
354,  286,  i68,  124,  2i:j,  12.57.  Aux  substitutions  cic ""'  —  k.fkf  '  =1. 
ili  =  m,  fmf -'  =n,  d-'lîd  =  o,  o~' go  de  R0(6,  2)  répondent  donc 
respectivement  s-,  s.,  s3,  s.,,  sn  c  de   !  8. 

La  substitution  /,  de  Q0(6,  2)  est  permutable  à  a,  b,  c,  d.  /,,.  Or, 
la  seul.'  substitution  du  gs  s\  métrique  ss  de  champ  1,2,  i,  \,  5,  (i.  7. 
8  quisoil  permutable  aux  substitutions  correspondantes  de  l8est2i. 
D'ailleurs  27  et  /,  transforment  de  la  même  manière  les  générateurs 
correspondants  de  -1  ,  et  de  R0(  6,  2  ).  Ona  donc  une  correspondance 
isomorphique  de  Q0(6,  2)  et    8('). 

Mais  sg  n'a  aucune  représentation  en  g'  ■  où  1  ,  soit  représenté 
par  L(4,  2).  Car, /,  étani  permutable  à  \  .  \,,  I  îa,  \\,,,a,  il 
devrait  \  avoir  dansle  champ  de  L(  4,  2  )  une  s,  permutable  aux  sub- 


(')  L'isomorphisme  de  Q0(6   i)  ■         résulte  d'ailleurs,  d'après  ce  qui  précède 

de  la  1  hi ■  générale  de    .1  ulomoi  phis 
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stitutions  correspondantes:  or,  en  essayant  de  la  former,  on  arrive  de 
suite  à  une  impossibilité  (  '  ). 

Hi.  Pour  p  =  'i,  R2(6,  tz)  est  isomorphe  au  second  combiné  (S.,  7.*)) 
H"  (4,  Ti)cfeH0(4,  rc).  En  effet,  désignons  par  £,,Y],,  Sj2,  V),  les  variables 
de  H°,  et  faisons  les  mêmes  identifications  qu'au  n"  45,  les  .r/?y,  étant 
ici  les  variables  de  R2(6,  u)  [H°  a  donc,  comme  R2,  l'invariant 
-i';'J(  (£■>.  ^5)].  Comme  H°  contient  G  (4,  ~),  H°  contient  toutes 
les  V12X,  V2lX,  Ul2),,  W,,),  (43),  donc  aussi,  d'après  (29),  /,„.  De  plus 

l'action  du  générateur  de  H°  sur  les  X;,  y.  est  V4,nU,,-r, 

dont  la  transformée  par  t,.,  est  Vj,-W1l0.  Donc  H"  contient  toutes  les 
V0lx,V(0X,U0(X,Woa(31). 

La  structure  de  K_,(6,  u)  est  alors  déterminée  (2,  13;  S.,  75)  par 
la  relation  3C°(4,  -)  =  H"  |D°  =  H'l  |  D^,  D°  <?/  I)H,  étant  des  groupes 
cycliques  de  similitudes  (  divisant  respectivement  H°  et  H")  <A>.s 
ordres  suivants  : 

Sirc  —  i  mod4,  (D°,  i)  =  2,  D°  =  i; 

N/-  =  3mod  4,  (D°,  i)  =  4,  (Dî,  i)  =  2; 

N/>=2,  (D",  i)  =  (D°,  i)  =  3." 

Delà  résulte  que  &,(6,  îc)  =  3e°(4,  ~). 

Comme  R_, (  6,  2  )  r.s7  isomorphe  à  Jt0(5,  3  )  (2),  efonc  </  g  (  i,  3)  (43), 

on  rw'/  ^«e  g(4,  3)==3eD(4,  2). 

Î7.  Supposons  /ir:  5,  et  soit  Y  un  diviseur  normal  de  B,  A"  A  ou  A' 
non      I. 

Tout  d'abord  V  contient  des  a  qui  ne  sont  pas  des  multiplications, 
car  les  conditions  que  a,  Yjk\  a  V,A/,  \'JK  a  ï T/AX  (;,/,->o),  /<2  a  /)2 
\tl2    est   dans  B  d'après   (29)]   soient   des   multiplications   donnent 

(  '  )  D'ailleurs  le  diviseur  fixant  un  symbole  de  L(4,  2)  est  isomorphe  à  un  gj3< . 
deux  fois  Iran  itif  (S.,  70,  78,  105).  A  u  diviseur  (Lxanl  un  symbole  de  la  repré- 
sentation en  question  correspondrait  donc  un  g|088  deux,  fois  transitif.  Or  un 
tel  groupe  n'existe  pas  (S.,  lOo). 

1  Voir   Dickson,   Linear   groups,  270-276;  de  Séuuier,   Comptes  rendus, 
t.  101 .  8  rin\  .-in lui-  [Qi5,  p.  553. 
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{cf.   15  )  a,,  =  «M,  %,  =  p'u,  a,  =  ft,  (  i,  A-  >  o),  a,  \  =  a,y  (  /  =£  i  ,2), 
et,  d'après  (4),  a„^,  =  1,  donc  a  =  1  ou  r/. 

Soit  donc  oc  une  substitution  de  T  autre  qu'une  multiplication.  Ofl 
peut  y  supposer  non  nul  un  coefficient  de  second  indire  !--  o,  rcon 
si7«e  riarcs  /a  diagonale.  Sans  cela,  en  effet,  les  équations  (4) -(6) 
(poury  ou  k  nul)  montrent  que  les  a,0J  «•„,  p\0,  p"a  où  i  =f  0  sont  tous 
nuls.  Et  si,  pour  0^  o,  a'00  ou  f300  était  ^  o,  V^aVoW  ou  V^V^a, 
dans  l'une  des  deux  dernières  lignes  et  hors  des  deux  dernières  colonnes, 
un  coefficient  ^  o. 

En  transformant  maintenant  a  par  une  m'ii_'rï\ht\i  [r,  s  =  o  ou  1; 
une  substitution  de  cette  forme  est  toujours  dans  B  (59)],  on  voit 
qu'on  peut  supposer  non  nul  un  des  ayl,  (3,-,  autre  que  ocn.  Si 
alors  <\>  =  cx2,  l'équation  (7)  montre  qu'un  des  ayl,  (3y-,  autres 
que  a,,,  a„,  est  ^  o.  Si  8  ^  o,  et  si  tous  les  a,-,,  (3yl  où/'  >  1  sont  nuls, 
Pft.(A>  1)  est  remplacé  dans  Y^l  aYu/,>  par  -  X  (Z>f301  -t-  2caol  ),  et 
dans  W~\  aWoa  par  —  X(&a0l  4-  2c'[3(H),  et  ces  deux  quantités  ne 
peuvent  pas  être  nulles  à  la  fois.  On  peut  donc  supposer,  quelle  que 
soit  },  qu'un  des  xjt,  $J{  autres  que  a,,,  a01,  [301  esi  7^  o.  En  trans- 
formant au  besoin  par  une  ///^,T',,/o:i  ou  une  m^T^i'^m^  \r,  s=o 
ou  1,  et  X  étant  choisi  de  manière  que  cette  substitution  soit 
dans  B  (39)],  on  peut  supposer  fi.,,f^o.  On  rendra  ensuite  [!,,=£  o, 
en  exceptant  d'abord  les  cas  où  A  =  Q(5,  7:)  ou  Q2  (  6,  ~),  par  les 
trois  opérations  suivantes  (cf.  15)  :  1"  une  transformation  par  \  ,  :, 
qui,  sans  altérer  (321,  rend  p2:1=^  o  (elle  remplace  (323  par  j323  —  Xfî.,,); 
20  une  transformation  par  U,3x  qui,  sans  altérer  P2I,  rend  (3  o(elle 
remplace  Pjj  par  P«  +  X.pss);  3°  la  substitution  à  oc  de  oc  '  V.,,,' ?- V2a 
où  ^u  est  remplacé  par  §,, -f-Xa(j3Mp'u  — p,2p'21).  Si  A  Q  (5,  iz) 
ou  Q2 (6,  ii),  on  rend  (3H  o  en  substituant  aux  deux  premières  opé- 
rations une  seule  transformation  par  U,„>  qui  rend  [j^o  (elle 
remplace  $'.,,  par  (3',,  +  X{320      rX-[i .,,  i. 

lui  transformant  maintenant  par  des  \  ,.,  Uw  on  annulera  tous 
les  $jn  a.ji  où  j  --/=■  1  (sans  altérer  (3,,).  Alors,  d'après  (7),a,,  =  o. 
D'après  (  '1  )  et  (V)  a'u(3n  :  t,  el  tous  les  -/.ly,  %'u  où  y  /  1  sonl  nuls. 
Or,  \y  étanl  /  0,  un  des  déterminants  à  quatre  éléments  des 
colonnes  de  an,  a'12  esl        o.  Donc  un  des  ù  1  esl       o. 

I  lomme  toul  à  l'heure  on  peut  \  supposer  y      0.  En  transformanl  par 
une  \,,  ou  une  \\,,  on  rendra  y,./  <>.  En  transformanl  alors  par 
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des  Vu,  U(_,  on  annulera  tous  les  [■},'.,  où  j  ^i  el  tous  les  aj2  oùjf^i,  2 
(Ia|  étant  7^0,  a2S  sera  7^0,  d'après  ce  qu'on  vient  de  voir).  On  a 
donc,  avec  les  notations  du  n"  26,  Y[  =  $,,%{,  X2  =  %2x,  -t-  a„y2,  et 
par  suite  (cf.  15) 

ct~'  vr.J, « vh>.  =  V2,,)p„a;„  V,jx. 

Cette  substitution  étant  dans  V12  (40)  hors  de  D,2,  F  contient  V12. 
Prenons  maintenant  ti3a.tï3,  ou  nç'  f.2no.t.20/n2;  si  A  =  Q(5,ir) 
ou  Q2  (6,  -)  [X  étant  tel  que  /.,„/>?, >,  soit  dans  B  (59)]  pour  a.  Alors 
les  a,-,,  j3 ^ ,  autres  que  (3n  sont  nuls;  de  même  les  a,-2,  (3,-,  où  j '  f=  1 , 
sauf  (322;  de  même  les  a,,-,^  autres  que  a'n.  Mais  (3, ,,  fi22,a'n  sont  7^0. 
Donc  Y',=  ,3, ,./-,,  Y2  =  p,2a?(  -+-  (32,a;2,  et  l'on  a 

a-,U^«UlA  =  W11,xplPllUlA. 

Cette  substitution  étant  dans  W,.,  hors  de  D)3,  T  contient  W,2. 

Donc  T  contient  B,2  (40)  et  de  même  chaque  Bik  où  i,  k  sont  7^0. 
D'ailleurs,  si  'h  ^  o,  d'après  (25),  ou  d'après  les  théorèmes  des 
n°s  45-46  (cf.  15,  21),  le  p.  g.  c.  d.  de  T,  \Ba,  B„|,  normal 
dans  JBa.,B,0|  et  contenant  Brt,  contient  Bi0  et  coïncide  avec  ]Bik,  B,0J. 
Donc,  quelle  que  soit  <]/,  T  esl>B. 

Donc, pour  ra> 5,  /o;^  diviseur-  normal  de  B,  A0,  A  om  A'  non  <  1 
es<  =B('),  «!  al»,  =  BD  Best  simple  (le  cas  rc<4  a  «?7e  ïraîï<?  a«  rc°  40). 

i-8.   (Considérons,   pour  p^>i,  les  trois  groupes  A°  =  jB,  m 


1  >  •  i 


B1  («,  -)  =  J  B,  t,  j,  B-(n,  -)  —  |  B,  /,  m)Nlj  ( 2),  en  convenant  de  rem- 

(')   On  retrouve  ainsi,  pour  n     5,  que  D  est  le  central  de  A  {cf.  39). 

(-)  Désignons  généralement  par  (Z)  l'action  d'une  partie  Z  de  A  sur  les 
s  |Kiints  den±i  {cf.  39).  (B  )  étant  pair  et  (m1N)  impaire  (39),  (B1  )  a  la  parité 
de  (f,  )  et  (B2)  la  parité  opposée.  Or  (<,  )  fixe  les  points  de  a  —  1  où  j,r:j|, 
c'est-à-dire  les  s'  points  de  22 .r,  j,- -f- 1]/ =:  1 — x\  (on  calcule  s'  en  faisant  la 
so m  m e  d<  i  nombres  de  solutions  répondant  à  chaque  valeur  de  xx\  cf.  /?.,  44,  45). 
Donc  (<,)  a  la  parité  de  \  (5  —  s').  Or,  en  désignant  toujours  par  0g  le  caractère 
quadratique  de  £(0o=i),  si  n  est  impair  (i|/  =  c#2,  />>a),  s  =  7rsv+  0,.7TV, 
s'=  7r2v-'  —  6_t.7rv-1  ;  si  «  est  pair,  s  =  7r!v'-' —  07tv'  l  (9  1  si  ty  est  réductible 
ou  nulle;  0=— 1  si  4)  est  irréductible;  />  2),  et  s' =  tt2v'-2-4-  ©tt7'-1  si  /)>2> 
s'=tï2v  -  si  /3=  .!.  Pour  //  impair,  on  peut  se  servir  de  la  parité  de  (d)  au  lieu 
de  1    Ile  de  (1!,),  d'après  les  indications  qui  suivent  dans  le  texte. 
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placer  B'  par  B' ,  B',  R',  R^.  ou  R^.  quand  B  sera  remplacé  par  B,  R,  R, 

BA  ou  R*. 

Si  n  esl  impair,  cl  est  hors  de  A0,  et  A  =  A°D  (59).  Donc  un 
des  B'  coïncide  avec  BD,  et  Vautre  ;B,  dmin[  esl  premier  à  D  et 
isomorphe  à  A0  (dm{li  a  le  même  ordre  que  mUN  et  transforme  les 
substitutions  de  B  de  la  même  manière  que  mty).  Or  f0l/n)_c=T 
est  dans  B  (52).  Donc,  en  supposa/il  c  carré,  si  ~  =  i  modZj, 
d  =  il{ /n,cIIv2m(>-,  est  dans  B';  si  r.=?>mod^,  d  est  dans  B2  pour 
v  pair,  dans  B'  pourv  impair  (si  c  esl  non  carré,  il  suffit  d'échanger 
dans  cet  énoncé  B'  et  B2). 

Si  n  est  pair,  D  divise  A°(39).  Comme  la  substitution  y  du  n°  24 
transforma  /,  en  *,m,p,  \mip\  étant  le  groupe  des  m,  (même 
pour  n  =  2  et  '}  ^  o),  on  voit  d'abord  que  B'  =  B2.  Mais  A0  n'est 
pas  isomorphe  à  B1.  Cela  est  clair  si  n  =  2.  Soit  donc  «>•  2.  Si  D  est 
premier  à  B,  <l  est  dans  Bm,„  donc  hors  de  Bl,  et  de  B/,  mIN,  donc 
hors  de  B'  et  de  B2,  et  comme  D  est  le  central  de  A,  A0  est  fz^B'. 
Si  D  est  <  B,  les  normalisants  de  P  dans  A0  et  dans  celui  des  deux 
groupes  B1,  B2  qui  contient  t./  (ty-  est  dans  B^,  ou  dans  B(t  miV)  sont 
respectivement  M°P  et  !  M,;P,  /./  '  ( 42).  Or,  s'ils  étaient  isomorphes. 
M0  P  |  P  le  serait  à  ;  M,(P,  /./  \  |  P,  donc  M",  qui  est  abélien,  à  ;  M„,  //  ! 
qui  ne  l'est  pas. 

Soit  par  exemple  n  =  l\,  dv  étant  irréductible.  Alors  d  est  hors 
de  B  (59),  et  A"  =  BD.  Soient  \  et  p  des  éléments  de  z'  d'ordres  res- 
pectifs -  —  i  et  -  -+-  i.  Comme  m2?  est  dans  B/ra,x  (40),  /n(//«2p=  m 
est  dans  B.  En  posant  d'ailleurs  ax=  A,  aa~'  =  p  (ce  qui  est  toujours 
permis)  cl  (cf.  40)  r  =  m,am.ia,  s,.=  mllxm~_l,  puis  n-p<r  =  a, 
ap'=  —  p,  a  =  —  o-a,  on  a  rsr=  m  et 

|  la  forme  réelle  de  m  est  fournie  par  (3o),  (3i),  (23) |.  Ici  P  dérive 
des  Vl0,  Ul0;  M„=  \m\,  et  timtî=  m*  ('). 

(')   On  s.iit   (cf.  S.,  92)  que.  pour  p  >  ?..  il   y   a   exactement  troi>   groupes 

abstraits   distincts  d'ordre   7:2(7î4 — r),  non  produits  directs,  ayant    un   diviseur 

normal  isomorphe  à  G(a,  rr').  Ces  trois  groupes  sont   isomorphes  à  £(3,  t."), 

r'('.>,  t'-')  -    j  O,  a«j,  ^"(!,  7i2)  =  i  O,    '.'c71  ',   ;  étant   la  variable  de  O.   Soienl 

jauni,  df  Math.  (7"  série),  tome  II.        Fasc.  IV,  1916.  17 
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V.  —  Sur  le   groupe  linéaire  général. 
On  peut  étudier  de  la  même  manière  que  précédemment  le  groupe 


sylowien  d'ordre  -  de  U(n,u)  ou  L(rc,  ir).  Soient  x, ,...,  xn  les 
variables,  et  posons  tly  =  \xl,~hx,\,  ulk;  =  \.v„  x,  ■+-  Axk  |  (i^/c),  les 
variables  non  écrites  étant  inaltérées  (il  sera  souvent  commode  de 
supprimer  le  dernier  indice  de  uik{).  On  sait  que  U  dérive  des  i/,n 
et  L  =  Sî~j  Ue*.  Les  ulk  vérifient  les  relations 

n/,r/i'k/y.=  it/,/u.«h,l         {i^  /û  h^£  l;  /.•  peut  être  égal  à  h,  et  /  à  i), 

Soient  P,  le  g„»-.+.  abélien  principal,  p.  p.  c.  m.  des  u,,+  ,,  ••■,  ",„ 
(P„  =  P).  D'après  les  formules  précédentes  P,  est  permutable  à  toute 
substitution  de  P,+A.  Donc  P  =  PP,...P„_,  estun  g  ->-.-'  sylowien  de  U. 

Désignons  par  1  uik\  le  g_  abélien  principal,  p.  p.  c.  m.  des  ul0,  et 
considérons  le  Tableau  triangulaire 


"i 


i  "m  i       |  "l,n-l  j       •  •  •       i  "13  i       ,  "  12  , 

|    "2«    I  /    "2,  '1  —  1    |  •    ■    •  (    "23    \ 


Appelons  s""ne  transversale  la  rangée  d'éléments  (parallèle  à  l'hypo- 
ténuse) formée  des  )  uik  \  où  k  —  i  =  n  —  s.  Le  sième  central  de  P  est  le 
p.  p.  c.  m .  <l<>s  \  uik  !  figurant  dans  les  s  premières  transversales.  En 
effet,  admettons-le  pour  C0  =  i ,  C,,  ...,  C,,  et  soit  \  un  élément  de  CJ+, 
où  entre  le  générateur  uld.  Pour  que  \  soit  permutable  à  uit  mod  Cs,  il 
faut  que  i  —  h,  soit  5 «  —  s  —  i,  et  /  —  h^ts  quel  que  soit  l    i  -\-  \ .  Il 


C,  C,  C  les  normalisants  respectifs  [tous  d'ordre  t:2!-- — i)]  d'un  g„s  CU  de  V> 
dans  P,  P',  £".  C|(B=ji's|  est  cyclique,  C'|Û3  -  :  i'-\-,  c71  ;  diédral,  et 
C|  (JE)  ;  t"-;,  i  cz  ;  n  es t  ni  cyclique  ni  diédral  [il  n'a  qu'un  e.,  qui  est  (  —  ;)  et 
n'est  pas  abélien  ].  On  a  ainsi  démontré  à  nouveau,  pour  p  >  2,  que  B!s  y' 
(cf.  40). 
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suffit  que  la  condition  soit  vérifiée  pour  /  =  i-\-  i,  d'où  i  —  h  =  n—s—  i . 

L'ordre  de  Cs  est  évidemment  ~   2    . 

La  forme  générale  des  substitutions  de  Ppest  |.r,,  Zapkxk\,  ap(  étant 
nul  pour  k  <C  o  et  a?p  égal  à  i .  Donc,  dans  la  matrice  générale  a  =  (a,k) 
de  P,  les  a:i,  sont  égaux  à  i ,  cl  les  aik  où  k  <  i  son!  nuls;  les  autres 
sont  arbitraires. 

Soit  a  =  (a.ik)  une  matrice  permutable  à  P  et  «.a  —  a'cc,  a  étant 
arbitraire  dans  P  et  a' =  (a'lk)  étant  dans  P.  La  comparaison  des 
termes  diagonaux  de  y.a,  a' a  donne  Sp=l-a/papi-=  l'oLi?a'pi,  d'où,  pour 
i  =  i,  S"a(pap,  =  o,  et,  les  al?  étant  arbitraires,  ocp,  =  o  pour  p  >  i . 

Admettons  que  Kp,  =  o  pour  p>i,  que  af2=o  pour  p  >  2,  ..., 
que  ocPiA_1  =  o  pour  p  >■  A  —  1.  L'équation  donne,  pour  i=k, 
2"+1û!/.papA  =  o,  d'où  apA  —  o  pour  p  >  /.-. 

Donc,  en  désignant  par  M  le  g(-_,,„  abélien  p.  p.  c.  m.  des  £,.,,,  a  est 

dans  MP.  Donc  MP  =  PM,  d'ordre  ~         (-  —  1)",  est  le  normali- 
sant de  P  dans  L.  En  désignant  par  M''  le  p.  g.  c.  d.  de  M,  U,  0/2  « 


évidemment  M  =  S^'M'ef,,  tV  M0?,  d'ordre  -    a     (-  -  i)""1  <>.y/  A- 
normalisant  de  P  rfarcs  U. 


NOTE. 

Le  cas  où  n  est  impair  avec  p  —  2,  écarté  au  n°  26,  donne  lieu  aux  remarques 
suivantes  : 

En  définissant  A"  et  B  comme  pour  n  pair  avec  /)  =  2,ona  ici,  A  étant  simple, 
15  =  A"—  A.  La  dernière  formule  du  n "  32  fournit  d'ailleurs  l'expression  de 
tjc=  t„i,  par  les  générateurs  de  A". 

En  désignant  généralement  par  G*l...*ï(  211,  7:)  ce  que  devient  G  (  2v,  ~.  1  quand 
on  remplace  ',  par  ./■,,  et  v,  par  yk.,  la  formule  (27)  montre  que  )  H,,/.,  H,,,-  ;  est 
ici  isomorphe  au  produit  direct  de  G*(2,  -)  =  U,.,n('.>.,  -)  (20)  pai  G  l  •.  -), 
donc  isomorphe  à  BA/  (40).  Le  p.  g.  c.  d.  A/./ de  ;  lî„:,  B0/  |,  I'. .  est  formé  des 
su  1'- ni  u  n  ms  s  \  \  1  v  étanl  dans  B,,)  qui  laissent  x  inaltéré.  Or  pour  que  s 
laisse  x  inaltéré,  il  faul  évidemment  que  S/,  et.v,  le  laissent  aussi  inaltéré.  D'après 
le  n"  26.  s/,  est  alors  dans  le  groupe  de  .;■,  ykt  dérivé  des  m  el  de  /  .  Donc  -1 
dérive  des  m,,  des  m,  el  de  1  ■■  Son  ordre  est  ■>.(-  —  1 
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L'isomorphisme  de  A" (3,  71  )  avec  11(2,  n)  indiqué  au  n°40  subsiste  pour/j  =  2, 
et  j'ajouterai  que,   pour  p=i,  la  substitution   de  A0  (3,  te)  qui  transforme  z 

en  —    — Ç-  est,  en  posant  seî  —  Py  =  A  {cf.  32) 


ï3 
A-' 

A-' 

A 


ri     —    y>  —  ix^x 

Cy-J.^-ho-Vt    +2cySx 
(30 


«^— «y*i 


■  j,+  (ad  +  ly)x 


'] 


\ 


U0i,  &  v01t 


aY"'i, 


si  a  y£  o, 

si    3=0. 


ERRATA. 


l'upe  ->"S,  première  ligne  du  n°  16,  au  lieu  de  a  = —  a,  lire  a  gauclie. 


Sur  une  classe   d'intégrales   définies; 
Par  IX. -E.  Norluxd, 

à  Lund  (Suède). 


[Ce  Mémoire  a  paru  dans  notre  Journal  au  Tome  IX  de  la  Cf  série 
(iç)i3),  pages  77-88  auquel  nous  renvoyons.  Mais,  par  suite  d'un 
oubli,  il  n'a  pas  été  mentionné  dans  la  Table  dudit  Volume.] 
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